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e Introduccion

La XXXI Escuela de Verano en Fisica fue organizada por el Insti-
tuto de Fisica y el Instituto de Chiencias Fisicas, de la Universidad
Nacional Auténoma de México (UNAM). La Escuela, realizada en el
periodo comprendido entre el 17 y el 28 de junio de 2024, se llevo a
cabo de forma hibrida. Fste esquema favorecio la participacion de es-
tudiantes de diversas entidades dentro de la Republica Mexicana y de
entidades académicas hermanas localizadas en Honduras, Guatemala,
Peri y Colombia; asimismo impartieron conferencias y cursos recono-
cidos investigadores de muy diversas dependencias cercanas a la fisica
dentro de la UNAM.

En esta edicion de la Escuela se impartieron 14 cursos y 36 conferencias
cubriéndose un amplio espectro con temas como: Cosmologia moderna,
interaccion de luz no cldsica con la materia, astrofisica observacional,
optica lineal y no lineal de meta-materiales, gases cudnticos, hadrones,
trampas ultrasonicas, procesos fuera de equilibrio, inteligencia artificial,
sistemas complejos, biofisica molecular, transporte difusivo en redes,
computacion cudantica y tecnologias cudnticas entre otros.

Rocio Jauregui, IF UNAM
José Récamier, ICF UNAM
Abril, 2025
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Contribuciones de la Fisica al desarrollo de la Microscopia Electrénica:
Teoria y aplicaciones

Jestis A. Arenas Alatorre

Instituto de Fisica UNAM

1. Introduccion

La Fisica, ademéas de ser la ciencia que nos ayuda a entender los fenémenos que
pasan en el universo a través de leyes fundamentales, y el conocimiento de la energia,
el tiempo, el espacio y la materia, ha sido fundamental en el desarrollo tecnolégico
alcanzado por la humanidad. Uno de esos grandes desarrollos tecnolégicos que se ba-
san en leyes y teorfas de la fisica son las técnicas de Microscopia Electronica, qué a
su vez han ayudado a conocer la materia hasta la escala atéomica, adicionalmente nos
han proporcionado informaciéon de sus propiedades magnéticas y eléctricas. Hoy en dia
el avance tecnologico de un Microscopio Electronico de barrido (SEM, por sus siglas
en inglés), alcanza hasta 7 A (1 A =100 m), por su parte un moderno Microscopio
Electronico de Transmision (TEM, por sus siglas en inglés) con corrector de aberracion
esférica, tiene una resoluciéon de hasta 40 pm (1 pm = 10! m), es decir, resolucion
capaz de darnos informacion de un solo atomo, hecho inimaginable hace 30 afios [1].
Por otra parte, diferentes métodos de operacién de un microscopio electréonico han me-
jorado considerablemente en los dltimos anos, aumentando la capacidad de anélisis de
materiales y muestras bioldgicas. Entre estos modos de operaciéon utilizado de manera
frecuente hoy en dia se tiene a la Microscopia Electronica de Transmision de Alta re-
solucion (HRTEM), Microscopia Electronica de Barrido por Transmision (STEM, del
inglés Scanning Transmission Electron Microscopy), Imagen en Campo Obscuro a An-
gulo Grande en Alta Resolucion (HR-HAADF, del inglés High Resolution - High Angle
Annular Dark Field), Crio-Microscopia Electronica, Tomografia Electronica, holografia
electronica, Microscopia de Lorentz, Difraccion Electronica, Difraccion de Electrones
por Precesion, Espectroscopia por Pérdida de Energia de Electrones (EELS, del inglés
Electron Energy Loss Spectroscopy), entre otras. Este manuscrito tiene como objetivo
dar a conocer las bases fisicas sobre la que se basa el funcionamiento de un Microscopio
Electronico y de las diferentes técnicas asociadas.

2. Cronologia de la Microscopia Electrénica

En el ano 1931 Max Knoll, profesor de la Universidad Técnica de Berlin, y Ernst
Ruska Fisico Alemén y quien fue estudiante de Knoll, inician la construccién del primer
microscopio electréonico, utilizando para ello bobinas electromagnéticas que hacen el
simil de una lente de vidrio en un microscopio de luz. Para ello se basaron en la Ley de
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Lorentz (ley formulada en el ano 1895), la cual nos indica que si una particula cargada
(qo) se mueve en una region en la que existe tanto un campo eléctrico ( E) como uno
magnético (B) , la fuerza resultante (F') queda determinada por la siguiente ecuacion.

F = ¢.E + qo(v xB) ec (1)

En el caso de un microscopio electronico q, es la carga eléctrica del electron, y no
hay un campo eléctrico (E), por lo que el primer término es cero. Desde el punto de
vista descriptivo la ecuacion anterior nos indica que la particula cargada g, describe una
trayectoria helicoidal a lo largo de las lineas de campo magnético, tal como se indica
en la figura 1.

a) i b)

Eje aptico

Figura 1. Esquema de una lente electromagnética. a) Representacion de las lineas
de campo magnético asociadas a la lente, las componentes Braq Yy Baz del campo
magnético B y la componente de la velocidad del electron en la direccion z, v,. b)
Trayectoria helicoidal de un electron moviéndose al interior del campo magnético. c)
Regla de la mano derecha indicando la direccion de la fuerza F, a la que es sometido
el electron, -e, en relacion con la direccion de su movimiento v, y con la direccion del
campo magnético B, q+ representa el caso de una carga positiva [1-3].

El principio de De Broglie fue el segundo fundamento fisico y el que inspiro a Knoll y
Ruska en la construccion del primer microscopio electronico. En 1924, Luis de Broglie,
enuncia el caracter ondulatorio de los electrones, la cual se expresa de la siguiente
manera;

A=h/p ec (2)
donde X es la longitud de onda, h, la constante Plank (h= 6.626 070 15 x 103 J.s) y
p, la cantidad de movimiento (p = mv), en el caso de la microscopia electronica m, es
la masa del electron (m, = 9.1 x 103! kg) .

Por esta aportacion en su tesis doctoral en Fisica, en 1929 Luis de Broglie fue
condecorado con el premio Nobel de Fisica, dos anos después Knoll y Ruska obtienen
las primeras imagenes con electrones, considerando que si un electréon se comporta como
onda, entonces se pueden formar imégenes con electrones. En 1933, Knoll y Ruska dan a
conocer un microscopio electréonico con resolucion de 50 nm, financiado por la empresa
Siemens, que supera en resoluciéon a un microscopio de luz (decimas de micrémetro),
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con capacidad de lograr amplificaciones de hasta 400X, en la figura 2 se muestra el
TEM dado a conocer y una de las primeras imagenes obtenidas.

Figura 2.- a) Uno de los primeros TEM dados a conocer en 1933, financiado por la
compania alemana Siemens, resolucion 50 nm y b) una de las primeras imdgenes
obtenidas con TEM de una muestra bioldgica [4, 5].

La figura 4(b), sin lugar a duda, no es de lo mas espectacular que se pueda obtener
con las técnicas de Microscopia Electronica, pero fue un parteaguas en la Fisica, pues
se pudo demostrar que efectivamente que con electrones se pueden formar imégenes,
posteriormente, al desarrollarse las técnicas espectroscopicas como Espectroscopia por
Dispersion de Energia de Rayos X (EDS), se pudo comprobar que los electrones pro-
ducen rayos X caracteristicos de la muestra bajo anélisis, corroborando de esta manera
el comportamiento dual onda - particula de los electrones.

Gracias a este desarrollo tecnologico, E. Ruska, 55 anos después, en 1986 recibe el
premio Nobel de Fisica, compartiendo el premio con Gerd Binning y Heinrich Rohrer,
quienes desarrollaron la Microscopia de Barrido por Tunelaje (STM, del inglés Scanning
Tunneling Microscopy), dando origen a la era de la nanotecnologia. Es importante
mencionar que en el afio 1984 falleci6 Max Knoll, razén por la cual solo Ruska recibio
el premio Nobel.

Algunos lectores se preguntaran porque hasta 55 anos después de dar a conocer
la técnica de Microscopia Electronica, Ruska recibe el premio Nobel. La razon es que
entre 1931 y 1932 la resolucién de un microscopio electréonico era solo 10 veces mayor
que la de un 6ptico y alcanzaba amplificaciones comparables con uno de luz. Por esta
razén durante mucho tiempo los usuarios de microscopia preferian seguir trabajando
con Microscopia de luz. En el ano1986 las condiciones eran ya diferentes, la constante
de aberracion esférica Cs fue disminuyendo en las lentes electromagnéticas, por lo que
la resolucién en 1986 en un TEM era del orden de 1.7 A, resolucion suficiente para ver
columnas atomicas en los materiales cristalinos.
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En la figura 3 se muestra la cronologia del desarrollo de la microscopia, tanto de luz
como electrénica, en funcion de la resolucion alcanzada, como se observa la microscopia
de luz alcanz6 su limite de resoluciéon en la década de los 1880s, una vez publicada la
teoria de Ernst Abbe, quién estableci6 las condiciones que deben tener las lentes de un
sistema Optico para generar imagenes nitidas y libres de aberraciones esférica, cromatica
y coma. De estas, la aberracion esférica (Cs) y la longitud de onda () son las limitantes
principales de la resolucion (R) de un microscopio, sea de luz o electronico (R [3347]
A3/4 Cs'/4). Los estudios realizados por de Abbe permitieron construir el corrector de
aberracion esférica (figura 4). En el ano 1987 Abbe calculé la méxima resolucion que
se podia obtener con el microscopio de luz, y mencion6 que el microscopio de luz habia
alcanzado su limite de resolucion, décimas de pm, ya que el intervalo de longitudes de
onda de la luz visible es de este orden, para mejorar la resoluciéon se requerira de un
microscopio que trabaje con longitudes de onda menores. Este razonamiento de Abbe
se vio realizado con la Microscopia Electronica, cuyas longitudes de onda estan en el
intervalo 0.00370 nm — 0.00164 nm, trabajando a voltajes de aceleracion de electrones
entre 100 y 400KV, respectivamente. Hoy en dia, un TEM moderno con correccién de
aberracion esférica alcanza los 40 pm.
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Figura 3.- Cronologia de la microscopia de luz y electronica, en el ano 1882 con
la teoria optica de Abbe, la microscopia de luz llega su limite de resolucion, y a finales
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del siglo XX dan a conocer los correctores de aberracion esférica electronicos (Cs)
logrando una resolucion del orden de decenas de pm  [6,7].

a b

Rayos
marginales

Cs

Rayos

= Eje optico

paraxiales W

Foco A Discode o Foco axial

minima
marginal
Lente 29N contusion

Figura 4.- La constante de aberracion esférica Cs, es la distancia entre la distancia del
foco de los “rayos de luz” paraziales (los que pasan cerca del eje dptico) y la distancia
focal de los “rayos de luz” marginales (los que pasan cerca de los extremos de la lente)
[3]. b) Arreglo de lentes convergente y divergente para disminuir la aberracion esférica.

Entre 1931 y 1980 se fueron dando a conocer importantes avances en la microscopia
electronica, uno de ellos de gran relevancia fue el desarrollado por Scherzer en la década
de 1950s, él desarrollo la teoria de imégenes en Microscopia Electrénica de Transmision
de Alta Resolucion (HRTEM), dado la importancia de ella para la fisica, sera abordada
en la seccion IV.2. Otros desarrollos importantes en la Microscopia Electronica dados a
conocer en los ultimos 25 anos son, el corrector de aberracion esférica, cuyo inventor fue
Krivanek en el ano 1998, con este accesorio, se lograron resoluciones sub-Angstrom; la
Crio-Microscopia Electronica (Premio Noble de Quimica 2017, R. Henderson, J. Frank y
J. Dubochet); Tomografia Electronica; HR-HAADF; precesion de difraccion electronica,
con la cual se puede obtener toda la informacion cristalina de las muestras y 4D-
STEM, técnica que utiliza un detector de electrones pixelado para capturar un patréon
de difraccion de electrones de haz convergente (CBED) en cada ubicaciéon de escaneo,
lo cual es 1util en estudios de analisis de contraste de fase, orientacion de fase y mapeo
de deformaciones.

3. Interaccion electrones — materia

Al interaccionar los electrones con la materia se producen diferentes senales, las
cuales con detectores adecuados constituyen cada uno de los modos de operaciéon de un
microscopio electrénico, logrando por una parte, formar imagenes y por otra, permi-
tiendo la implementacion de técnicas espectroscopicas como EDS, Espectroscopia por
Dispersion de Longitud de Onda (WDS, por sus siglas en inglés) y Espectroscopia por
Pérdida de Energia de los Electrones (EELS, por sus siglas en inglés). Las senales que
se producen al interaccionar el haz de electrones primario con la muestra son mostradas
en la figura 5.

Los electrones secundarios y retrodispersados son utilizados para formar imagenes en
un SEM, los rayos X caracteristicos proporcionan informacion de la composicion quimica
de la muestra, los electrones Auger son utilizados para conocer la composicion superficial
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de los materiales, dando informacién de hasta 1 nm de profundidad. A continuaciéon se
da mayor informacién de estas senales.

3.1. Electrones secundarios

Los electrones secundarios son aquellos que escapan de la muestra con energias
menores a H0 eV, siendo aproximadamente su profundidad de anélisis de entre 5 y
50 nm de la muestra, tal como se indica en la figura 6, pueden considerarse como
electrones primarios que al final de su trayectoria en la muestra alcanzan la superficie
con una energia de algunos eV. De igual forma pueden ser electrones a los que se les ha
transferido una pequena cantidad de energia, a través de alguna interaccion ineléstica,
en la vecindad de la superficie del material, en la figura 6b los electrones identificados
como expulsado y dispersado pueden ser considerados como electrones secundarios.
Estos son muy abundantes y constituyen la sefial utilizada para formar la imagen en
un SEM con una resoluciéon alta, 3 nm en un equipo de emisiéon termoiénica y 0.8 nm
en un equipo de emision de campo (Figura 7a), véase seccion III.
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Figura 5.- a) Senales que se producen al interaccionar los electrones incidentes
con la muestra. b) Modelo atémico de Bohr mostrando el origen a nivel atomico de
las senales indicadas en (a), Erx: Energia del Rayo X caracteristico; FE 4: Energia del
electron Auger.

3.2. Electrones retrodispersados

Los electrones retrodispersados proporcionan informacién de una profundidad de la
muestra de entre 50 y 500 nm (véase figura 6), son aquellos que proceden de la desviacion
de los electrones incidentes (sin pérdida de energia) por los campos electrostaticos de
los nucleos atomicos de la muestra. Después de una desviacion fuerte o de varias débiles,
un electrén primario (incidente) puede ser retrodispersado fuera de la muestra con una
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energia superior a los 50 €V. La cantidad de electrones retrodispersados es funcion del
nimero atémico, conforme mayor es el nimero atémico Z, mayor es la cantidad de
electrones retrodispersados. Por tal razon una imagen obtenida en SEM con electrones
retrodispersados nos da informacién de que tan homogénea quimicamente es la muestra,
si en algunas zonas de la imagen se ve altamente contrastada, significa que en esa zona
hay elementos mas pesados (Z grande). (Figura 7b).
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A ~<<__——1 Electrones secundarios
(~50-500 A)
—~==""—— Electrones retrodispersos
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Ié— Resoluciéon Rayos-X %]

Figura 6 .- Esquema que muestra el ancho y profundidad de la que emergen los electro-
nes Auger, los electrones secundarios, los retrodispersados y los Rayos X caracteristicos.
El ancho de la senal estd asociado con la resolucion espacial de cada modo de operacion

de un SEM.

Figura 7-. a) Imagen obtenida con electrones secundarios de un circuito electronico
cortado en seccion transversal, b) Imagen obtenida con electrones retrodispersados de la
misma zona. Como se observa la zona del lado izquierdo de (b) estd mds contrastada,
lo cual indica la presencia con numero atomico mayor a los del lado derecho de la
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imagen. Del lado derecho, se observa particulas contrastadas que indica la presencia de
elementos con niumero atomico mayor al de la matriz donde se encuentran inmersas.

3.3. Rayos X-caracteristicos

Los rayos X caracteristicos se producen como resultados de la interaccion del haz
de electrones procedentes del filamento del microscopio electréonico con los electrones
de los atomos de la muestra quienes se mueven en diferentes niveles o capas de energia
alrededor del niicleo. En el caso de la microscopia electronica, el modelo atéomico de
Bohr se toma como base, en nivel mas préoximo al nicleo atémico es el llamado “K”
y puede tener hasta dos electrones; los siguientes son los niveles “L.” y pueden tener
hasta 8 electrones; los terceros son los llamados niveles “M” y tienen 18 electrones como
maximo y asi sucesivamente. La energia de estos niveles decrece conforme aumenta
la distancia al nicleo. Un dtomo estd en su estado base cuando su energia total es
minima. Cuando los electrones son extraidos del atomo, dejando un hueco en uno de
sus niveles energéticos, se dice que el atomo esta “excitado”, para ello se requiere que el
haz electronico tenga una energia mayor que la energia critica para extraer un electréon
de un nivel dado. De esta manera si el haz electronico tiene la energia suficiente para
extraer un electron del nivel K, es también capaz de excitar los electrones de los niveles L
y M. Por lo tanto, las energias de los rayos X caracteristicos son clasificadas de acuerdo
con el tipo de transicién que las provoca. En la figura 8 se muestra un analisis quimico
realizado por EDS de una muestra de 6xidos de hierro.
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Figura 8.- Espectro EDS de oxido de hierro, obtenido con los rayos X caracteristicos
generados al interaccionar el haz de electrones con la muestras. Se observan los picos
correspondiente al Fe (Ka, KB, La) , O ka, C Ka, y Cu Ko

3.4. Electrones Auger y radiacién por frenado (Bremsstrah-
lung).

Los electrones Auger son emitidos cuando un electréon de una capa atémica externa
llena una vacancia de una capa mas interna, el exceso de energia puede inducir que
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salga un electréon de una orbita externa; convirtiendo esta energia en energia cinética.
Su energia es aproximadamente igual a la diferencia de energia entre los orbitales invo-
lucrados en la transiciéon. La emision Auger es mas alta en elementos de bajo ntimero
atomico debido a que los electrones estan débilmente ligados al niicleo. La energia de
un electron Auger (Ep), en el supuesto que las érbitas electronicas involucradas son la
K y L, como se indica en la figura 5, queda expresada como: E, = Ex — Eps — E3.

Por otra parte la radiaciéon por frenado, también conocida como Bremsstrahlung
(del aleméan “bremsen”; frenar y “strahlung”, radiacion), se genera cuando un electron
incidente interactiia inelasticamente con el nicleo atémico, cambiando su trayectoria
(ver figura 5), como consecuencia, se desacelera y produce la emision de rayos X en el
continuo y por lo tanto su emision no esté asociada a algin elemento quimico. En un
analisis EDS suele presentarse como una curvatura amplia en el intervalo 0.05 -125
KeV.

4. Microscopio electréonico de Barrido (SEM) y Trans-
misién (TEM)

Como se menciond en la seccion anterior, al interaccionar los electrones con la ma-
teria, algunas senales salen hacia el exterior de la muestra, entre ellos, electrones se-
cundarios, retrodispersados, rayos X caracteristicos, radiacion de frenado y electrones
Auger, las cuales con detectores adecuados constituyen la SEM. Si la muestra es lo
suficientemente delgada, digamos 100 nm, algunos electrones atravesaran la muestra,
la formacion de imagenes con los electrones que se transmiten, se difractan, los que
pierden energia, etc. constituyen la TEM.

Cabe destacar que en microscopia electronica, existen dos tecnologias de emision
de electrones, la termoidnica, que es cuasi-monocromatica y poco coherente, y la de
emision de campo, que se caracteriza por emitir un haz coherente y monocromético. Con
la tecnologia de emision termoionica (calentando el filamento a ~1500 °C), la resolucion
de un SEM es de 3 nm (trabajando a 30 kV), en tanto que en un TEM es de 0.19
nm (trabajando a 200 kV). Si el SEM es de emision de campo (electrones generados
al aplicar un campo eléctrico >107 V/em), su resolucion llega a ser hasta 0.8 nm y
un TEM hasta 50 pm en el modo STEM. La diferencia en precio entre cada una de
estas tecnologias suele ser mayor a un millon de délares. En la figura 9 se presentan los
equipos SEM y TEM con que cuenta el Instituto de Fisica UNAM. A continuacion, se
mencionan algunas caracteristicas adicionales de SEM y TEM.
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Figura 9.- a) SEM JSM7800FEG, con resolucion de 0.8 nm. b) TEM JEM2010Feg,
con resolucion de 1.9 nm.

4.1. Microscopia Electronica de Barrido (SEM)

Un SEM por su capacidad de correlacionar una imagen con su composicién quimica
hasta la escala de nanémetros se ha convertido en una de las principales técnicas de
analisis de materiales, proporcionandonos informacion cristalografica, de su morfolo-
gia, topografia y quimica elemental. Por lo anterior ha contribuido considerablemente
en investigaciones en campos como la fisica del estado solido, electrénica, ciencia de
materiales, polimeros, biologia, medicina, arqueometria, entre otros.

En el SEM (Figura 10), el haz de electrones generado por emision termionica o de
campo, viaja a través de la columna del SEM (Presion “10 ¢ Torr), hasta llegar a la
muestra. Una bobina deflectora genera el barrido, de manera que barre la muestra punto
a punto. De la interaccion entre los electrones incidentes con los &tomos que componen
la muestra, se generan las seniales mostradas en la figura 5, las cuales son colectadas
con detectores especificos para cada una de ellas. El detector captura una senal y las
convierte en una senal electronica que es proyectada en una pantalla [§].

Cabe hacer mencién que la columna del microscopio se encuentra en vacio, para
un equipo de emision termoiénica generalmente se utiliza una bomba mecénica y una
tubomolecular que alcanza una presion de 10 torr. En un equipo de emisiéon de campo
se agrega una bomba iénica que llega a una presion de 107!° torr. El sistema de vacio
es necesario dado que en su ausencia los electrones viajarian solo algunos milimetros al
dispersarse fuertemente por el aire a presion atmosférica; y por otra parte, el filamen-
to de W se oxidaria rapidamente al contacto con el aire por la elevada temperatura,
provocando la fundicién del filamento.
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Figura 10.- Partes principales que componen un SEM, incluye fuente de emision,
lentes condensadoras (bobinas electromagnéticas), objetiva (bobina electromagnética),
lente de barrido, detectores de electrones secundarios y retrodispersados [8].

4.2.  Microscopia Electrénica de Transmision (TEM)

A casi un cuarto del siglo XXI, la resolucion de un TEM ha alcanzado los 40 pm,
lo cual ha permitido conocer la materia hasta el nivel de un atomo, pero no solamente
por la resolucion alcanzada es importante, también lo es por las capacidades de anéalisis
asociadas a un moderno microscopio electréonico de transmision, entre ellas, HRTEM,
STEM, HR-HAADF, Difraccion por Haz Convergente (CBD por sus siglas en inglés),
Crio-Microscopia Electronica, Tomografia Electronica, Microscopia de Lorentz, Holo-
grafia Electronica, Difraccion Electronica, Difraccion de Electrones por Precesion, y
las técnicas analiticas EDS y EELS. La diferencia entre SEM y TEM, es que la primera
proporciona informacion de la superficie de la muestra y la segunda de su estructura.

Por otra parte, la preparacion de la muestra para ser observada difiere considerable-
mente para SEM y TEM, para el SEM el volumen de la muestra puede ser menor de 10

3 (dependiendo del tipo de caAmara del SEM), en tanto que para poder ser observada
en un TEM, la muestra debe tener un espesor <100 nm. En un TEM los voltajes de
aceleracion de los electrones estan entre los 60 y 300 kV, en tanto que, en un SEM, son
<30kV.
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Una representacion esquematica de un TEM se presenta en la figura 11, una fracciéon
de los electrones emitidos del filamento, que atraviesan la muestra sin ser desviados
forman una imagen de campo claro. Si la muestra es cristalina, otra fraccion de los
electrones son difractados al pasar a través de la muestra generando un patrén de
difraccion, que es la proyeccion de la estructura cristalina a lo largo de la direcciéon de
los electrones [8,9].

Al atravesar los electrones la muestra, su dispersion puede ser elastica o inelastica.
En el caso de la dispersion eléstica, los electrones interactian con el potencial electros-
tatico del nucleo atéomico. Este potencial desvia los electrones incidentes sin ninguna
pérdida de energia apreciable, por tanto, es posible, con la deteccion de estos electro-
nes, obtener imagenes por contraste, imagenes de difraccion de electrones e imagenes de
HRTEM. En el caso de la dispersion inelastica, los electrones pueden transferir energia
a diferentes grados de libertad del atomo. Esta transferencia puede causar excitacion o
ionizacion de los electrones, vibraciones en la red cristalina y la posibilidad de calen-
tamiento de la muestra, obteniendo asi imagenes por STEM, imagenes por filtrado de
energia (EFTEM), HAADF y EELS |8].

La imagen finalmente se proyecta sobre una pantalla fluorescente, alcanzando varios
millones de aumentos. En equipos modernos, se coloca debajo de la pantalla una camara
CCD para capturar la imagen, la cual debe estar en vacio al igual que el resto de la
columna del microscopio (entre 10 ¢ — 10 torrs).
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Figura 11.- Esquematizacion de un TEM indicando sus principales componentes [8].

Pese a que se han desarrollado novedosas técnicas de analisis como STEM y HAADF,
la técnica de HRTEM sigue siendo ampliamente utilizada, esta permite obtener ima-
genes de la estructura cristalografica de una muestra a escala atémica lo que permite
obtener imagenes de dtomos individuales y defectos cristalinos [10]. Su interpretacion
no resulta tan trivial ya que cada imagen de TEM y en particular de HRTEM, son
imégenes que se capturan en dos dimensiones de un objeto que tiene tres dimensiones,
entonces pasar de dos a tres dimensiones suele ser todo un reto. Aunado a ello, dado
que una imagen de HRTEM es resultado de un proceso de interferencia, tal como se
ilustra en la figura 12, se pueden obtener imagenes cuyos puntos son negros (condicién
de Scherzer) o bien blancos (figura 13), dicha teoria de formacion de imégenes en un
TEM la desarrollo Scherzer, dado su importancia es abordada a continuacion.
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Figura 12.- Representacion de la formacion de imdgenes en un TEM. El haz de elec-
trones atraviesa un material cristalino de espesor menor a 100 nm por lo que se pre-

senta el fenomeno de difraccion, posteriormente mediante el fenomeno de interferencia
se forma la itmagen de HRTEM.

®  # Iniciarsesion — O X

Bco5 a0 o CED

scherzer e > x =]

. @
“®aa Imagenes de HRTEM de una particula de c-Ni-ZrO, tomada a bajofoco de maximo contra .

- . Py A Py - . .
nﬁ 3 %0 la FTC es: a) negativo, columnas atémicas oscuras, y, b) positivo, columnas atémicas brillant ©
e,

«

PR

i

waneta: Defectos superficiales son claramente evidenciables.
2nte: Elaboracion del autor.

o159

c

o,
2 @
— - . a
= MY O B m O m O " D s r e P

Figura 13.- Imdgenes de HRTEM de una particula de c-Ni-ZrO2 tomada a bajo foco
de mdzximo contraste cuando la Funcion de Transferencia de Contraste es: a) negativo,
columnas atdmicas oscuras, y, b) positivo, columnas atémicas brillantes [11].

La resolucion de un microscopio electronico (R) la podemos expresar como funciéon
de la A y aberraciones de las lentes electromagnéticas, especialmente la aberracion
esférica (Cs).

R = 066 C,1/4\3/4 (3)
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De esta manera si se opera el microscopio a un voltajes de aceleracion de 200kV
(A = 0.00251nm ) y tiene una Cs = 0.5 mm entonces la resolucién del equipo sera
cercana 1.97 A. Es decir, conforme aumenta la energia de los electrones, la longitud
de onda disminuye. En la tabla 1, se indican las longitudes de onda de los electrones a
voltajes que se utilizan en TEM. Dado que en un TEM la velocidad de los electrones
suele ser cercanas a las de la luz (0.7 vy,), se debe considerar la ecuacion relativista:
he he

A=dC _ ,
P bk 1+ 5 KT
° (4)

A: Longitud de onda; h: Constante de Planck = 6.626X1073* J.s= 4.136X107'% ¢V s
P : Cantidad de movimiento; ¢ : Velocidad de la luz en el vacio= 3X10® m/s, m,c?
= 0.511 MeV

Tabla I.- Longitud de onda de los electrones (A) en funciéon del voltaje de aceleracion

Voltaje de Longitud de onda (nm) Longitud de onda
aceleracion no (nm)

(kV) relativista relativista

100 0.00386 0.00370

200 0.00273 0.00251

300 0.00223 0.00197

Adicionalmente, el efecto de aberracion cromético disminuye al aumentar el voltaje
de aceleracion (varia como kV!). El problema con el aumento de energia de los electrones
es el dano que causa a las muestras.

En imégenes de alta resolucion, los efectos de aberraciones y desenfoque de las lentes
objetivas deben ser considerada para dar una interpretacion correcta de la estructura
cristalina mostrada en las imégenes. Una de las expresiones fundamentales en HRTEM,
que refleja los efectos de la aberracion esférica (Cy), es la correspondiente al cambio de
fase [x(k)| entre un haz de electrones dispersado un angulo 6, respecto de un haz no
dispersado:

x(k) = Z [CsN3kY] + T AfAR? (5)

donde k=ui+vJ es el vector de dispersion, [|k| = (u® + 02)1/2 =0/ u=z/\;v=y/\f
y Af es el desenfoque de la lente objetiva. Otros términos pueden ser incluidos para
estimar errores crométicos, divergencia del haz y ruido mecanico. Esta relacion es co-
nocida como la funciéon de transferencia de contraste (CTF), un ejemplo es mostrado
en la figura 14, para un TEM trabajando a 200 kV y Cs = 1 mm. El contraste de fase
a resolucion alta es la parte imaginaria de la CTF.
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Figura. 14 .- Funcion de transferencia de contraste para un TEM trabajando a 200 kV
y Cg = 1.0 mm. En K, no hay detalle de la imagen y define el limite de resolucion
del TEM [12].

El valor de desenfoque 6ptimo es conocido como el desenfoque Scherzer (figura 10a),
Af,q,=(3CA/2)Y2 que se obtiene al igualar a cero la diferencial de la CTF.

En la interpretacion de una imagen de HRTEM se deben considerar otros pardmetros
tales como su espesor y la naturaleza del material. Una interpretaciéon completa se debe
hacer mediante el uso de simulaciéon de imégenes para lograr una optimizacion efectiva
de las condiciones experimentales de la imagen.

4.3. Microscopia Electronica de Transmisién por Barrido (STEM)

y Campo Obscuro Anular a Angulo Grande (HAADF)

Actualmente STEM se esta convirtiendo en el modo de operacién de un TEM maés
utilizada por los usuarios de la microscopia electronica, entre otras cosas, debido que
los correctores de aberracion esférica (electronico) se han acoplado a la unidad STEM,
logrando una resoluciéon de hasta 40 pm, lo cual a su vez ha permitido aumentar la
resolucion de sus capacidades espectroscopicas [13]. En STEM, el haz de electrones
incidente se enfoca con diametro menor a 2 A sobre la muestra, el haz de electrones
siempre debe ser paralelo al eje 6ptico conforme barre la muestra (Figura 15). Al co-
locar detectores a varias distancias del eje 6ptico se registran varias senales de manera
simultanea que forman imégenes con caracteristicas complementarias, tales como ima-
genes de campo claro (BF), que son los electrones que se desvian muy poco al cruzar
la muestra (méximo 10 mrad); campo obscuro (ADF) que serian los haces que formal
patron de difraccion, 10 — 50 mrad, HAADF (haces dispersados a angulos grandes, >
50 mrad).
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Figura 15.- Esquema del arreglo de detectores (HAADF, ADF y BF) en una unidad
STEM

Las imégenes HAADF, técnica muy utilizada hoy en dia, se forman mediante la
recoleccion de electrones dispersos en un angulo grande (> 50 mrad) con un detector
acoplado a la unidad STEM. El contraste de las imagenes HAADF es fuertemente de-
pendiente del nimero atéomico Z; el detector evita los haces difractados de Bragg; no
se ve fuertemente afectado por el desenfoque; y no se ve fuertemente afectado por las
variaciones de espesor de la muestra. Sus aplicaciones incluyen la caracterizacion de:
nanoparticulas cristalinas; catalizadores; mapeo de elementos cuantitativos; defectos
cristalinos como dislocaciones y precipitados; interfaces de semiconductores; supercon-
ductores; pozos cuanticos; peliculas delgadas multicapa; minerales, etc. En la figura 16
se muestra una imagen simulada de HAADF de una nanoparticula cuboctaedral de Au
con su respectivo perfil de analisis de intensidades en dos direcciones (unidades arbi-
trarias). Donde la intensidad es menor, significa que hay un ntimero menor de dtomos
en esa columna atomica.
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Figura 16.- a) Modelo de un Cuboctaedro de Au en la direccion [100]. b) Imagen
HR-HAADEF obtenida con el software STEM-CELL [1}]. ¢) Andlisis de intensidades
sobre los dos arreglos de puntos altamente contrastados mostrados en b, realizados con
el software Digital micrograph de Gatan.. Notese que en el arreglo diagonal se aprecia
una menor intensidad, lo cual implica una cantidad menor de dtomos en las columnas
atomicas de sus extremos.

Por tltimo, cabe hacer menciéon que, en los tltimos anos, otros métodos de operacion
por TEM han venido adquiriendo importancia, entre ellos la tomografia electronica, ha
logrado avances importantes para determinar la forma tridimensional de nanoparticu-
las [15], la crio-microscopia, en donde la muestra se congela en fracciones de segundo
(vitrificacion) para su estudio. Su uso se encuentra principalmente en las areas biolo-
gicas y médicas resolviendo estructuras moleculares y biologicas. Esta ultima técnica
fue desarrollada por Jacques Dubochet, Joachim Frank y Richard Henderson, quienes
fueron galardonados con el premio Nobel de Quimica 2017.
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Resumen. Estas notas corresponden a un breve curso en que se presentaron conceptos basicos de fisica de radiaciones
relevantes para entender algunas de las aplicaciones de fisica en medicina. Se discute radiacion ionizante, pérdida de energia
de un haz de particulas cargadas (protones o electrones), y atenuacion de un haz de radiacion indirectamente ionizante
(fotones) en un medio. Se mencionan algunos usos médicos en que las propiedades fisicas de la radiacion utilizada son
relevantes.

INTRODUCCION

Fisica médica es la aplicacion de los conceptos, leyes, técnicas y herramientas de la fisica en la prevencion,
diagnostico y tratamiento de las enfermedades del ser humano. Es un campo interdisciplinario que desde 2008 se
incluye entre las profesiones de la salud, de acuerdo con la Organizacion Internacional del Trabajo [1]. Como rama
de la fisica, la fisica médica sigue, en su ambito de investigacion, el método cientifico de las ciencias fisicas (en
interaccion cercana con las ciencias bioldgicas y de la salud). En el &mbito laboral, quienes desean ejercer la profesion
especializada de “fisico médico” deben seguir un programa de educacion y entrenamiento clinico centrado en la
aplicacion de los conceptos y técnicas de la fisica en la medicina que asegure su capacidad de practica profesional
independiente en una especialidad de la medicina [2]. Las principales areas de especialidad en fisica médica son la
fisica de las imagenes médicas, de la radioterapia, de la medicina nuclear, de la proteccion radioldgica, y del uso de
radiaciones no-ionizantes. Las primeras cuatro se relacionan con el uso de radiacion ionizante (RI).

Este escrito resume un breve curso que present6 los conceptos basicos de fisica de radiaciones que describen las
interacciones de la RI con un medio irradiado [3,4]. El objetivo del curso fue relacionar las leyes fisicas con el uso de
la RI en algunas técnicas médicas actuales. Estas notas se limitan a presentar y discutir brevemente estos conceptos
basicos, suponiendo que el lector es estudiante de la carrera de fisica. Invitamos a quienes se interesan en la fisica de
radiaciones a explorar en profundidad los libros de texto usados como bibliografia de estas notas [3,4]. Quienes desean
conocer mas sobre los usos de la RI en medicina pueden visitar los recursos electronicos del Organismo Internacional
de Energia Atdmica (OIEA) [5] asi como otras fuentes de informacioén asociadas con instituciones reconocidas en
internet.

RADIACION IONIZANTE

Radiacion es un término con un amplio espectro de significados en el lenguaje comun. En fisica, se entiende por
radiacion la energia trasportada de un lugar a otro por ondas o particulas en movimiento. La capacidad de la radiacion
para causar ionizaciones atdmicas o moleculares en el medio con que interactia permite clasificarla en ionizante o no-
ionizante. Las ionizaciones requieren de energias de una decena de electronvolts y mayores. Se considera que el
umbral para que la radiacion se considere ionizante es cercano a los 100 eV.
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Figura 1. Clasificacion de la radiacion. Adaptada de [3].

La radiacién no-ionizante no puede ionizar porque su energia es menor que el potencial de ionizacion de atomos
o moléculas del medio. Entre la radiaciéon no-ionizante se cuentan las formas de energia electromagnética cuyos
cuantos de energia no son suficientemente energéticos para ionizar; a este grupo pertenecen las ondas de radio,
microondas, fotones infrarrojos, de luz visible y del ultravioleta cercano. Algunos usos médicos de radiacion no-
ionizante son las técnicas de ultrasonido médico, imagenes de resonancia magnética y las técnicas que usan luz y
laseres para generar imagenes y terapias [6].

La radiacion ionizante (RI) puede ionizar porque la energia transportada por cada cuanto o cada particula (en
forma de energia cinética) es suficiente para liberar un electron atomico del medio. De especial interés son los usos
de la RI en ramas de medicina asociadas con tratamiento y diagnostico de enfermedades. En radioterapia, también
llamada radio-oncologia, se imparten grandes cantidades de RI generada en haces o por fuentes radiactivas
preferencialmente en las masas celulares malignas (tumores) para controlar su crecimiento y asi lograr la curacion del
cancer. En radiologia diagnoéstica, o radiodiagndstico, se usa la atenuacion de haces de rayos-x para generar imagenes
bi- y tri-dimensionales del cuerpo con informacién anatoémica. En medicina nuclear, también llamada imagen
molecular, se detecta la RI emitida desde el interior del cuerpo por nucleos radiactivos para generar imagenes
funcionales de diagnostico.

La RI se clasifica en directamente- e indirectamente ionizante, dependiendo del modo como se ionizan los atomos
y moléculas del medio (ver Figura 1). Se llama radiacién directamente ionizante a las particulas atomicas o
subatomicas cargadas que se desplazan en un medio a velocidades relativamente altas (milésimas o mas de la velocidad
de la luz). La interaccion de Coulomb entre las particulas cargadas incidentes y las cargas eléctricas del medio (los
electrones orbitales y el nucleo de los atomos) es inevitable y parte de la energia cinética incidente se transfiere
directamente al medio a través de muchas interacciones “pequefias”. Esta energia resulta en la ionizacion y/o
excitacion de los atomos y moléculas del medio.

Se llama radiacion indirectamente ionizante a las particulas neutras (fotones o neutrones) que se desplazan en
un medio a velocidades relativamente altas (neutrones) o que cuentan con energias mayores que unos 100 eV, lo que
las hace ionizantes. Estas particulas y ondas depositan su energia en el medio a través de procesos en dos etapas. En
la primera, el foton incidente interactia con alguno de los componentes del medio, en pocas interacciones
“catastroficas” que resultan en la desaparicion del foton incidente y la generacion (o liberacion) de electrones y/o
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positrones energéticos. La segunda etapa es la transferencia, por interacciones de Coulomb, de la energia cinética de
las particulas liberadas a los componentes del medio. En esta presentacion no se discute la interaccion de neutrones.

INTERACCION DE RADIACION DIRECTAMENTE IONIZANTE CON UN MEDIO

Las particulas cargadas pierden energia cinética debido a su campo eléctrico Coulombiano que interactiia con
todos los electrones y ntcleos de los atomos del medio. Las transferencias de energia en cada interaccién son pequenas,
y la particula cargada va perdiendo poco a poco su energia cinética hasta que se agota. Las interacciones son discretas
y se define una magnitud llamada poder de frenado, S, que cuantifica la energia promedio perdida por una particula
cargada al atravesar una distancia en un medio (expresado en MeV cm’!, por ejemplo). El poder de frenado de clasifica
en “de colisiones” si se debe a interacciones con electrones del medio que resultan en ionizacién o excitacion, y
“radiativo” si es producto de interacciones en que se emite radiacion de frenado. La Figura 2.a ilustra el poder de
frenado masico (es decir, dividido por la densidad del medio) para protones en varios medios elementales. El poder
de frenado depende de las propiedades del medio (densidad y niimero atémico) y de la masa, carga y energia cinética
de la particula incidente. Presenta un maximo para energias cinéticas relativamente bajas de la particula, unos 100
keV para el protdn, tal como se ve en la Figura 2.a. Esta energia (y el maximo en S) ocurren cerca del final de la
trayectoria de la particula cargada.

El poder de frenado es una magnitud esencial en dosimetria (la determinacion de la energia absorbida por un medio
expuesto a RI). De acuerdo con la teoria de cavidades (el formalismo que permite el uso de cdmaras de ionizacion
para medir dosis) la energia absorbida por el medio es proporcional al poder de frenado de las particulas cargadas que
lo irradian. Siendo asi, el méximo en la curva de S como funcioén de la energia (Figura 2.a) se traduce en un maximo
de la dosis absorbida por el medio al final de la trayectoria. Este maximo se ilustra en la Figura 2.b para protones de
100 MeV incidentes en agua. Para esta energia, el maximo de S ocurre a 8§ cm de profundidad y causa un maximo de
dosis absorbida por el agua en esa profundidad, llamado “pico de Bragg”.

El notable pico de Bragg en la Figura 2.b es el origen del interés por radioterapia usando haces de protones e iones,
una técnica en pleno desarrollo en la actualidad. La RI se usa en radioterapia buscando impartir suficiente energia para
controlar el crecimiento de una masa de células malignas (el blanco terapéutico) y, al mismo tiempo, evitar los efectos
posiblemente toxicos de la radiacion en el tejido sano irradiado. La principal ventaja del uso de particulas cargadas
“pesadas” (protones e iones) en el tratamiento de un tumor es la existencia del pico de Bragg. Tal como se observa en
la Figura 2.b, el depdsito de energia ocurre desde la superficie de entrada (0 cm de profundidad en Figura 2.b), alcanza
un maximo a una profundidad que depende de la energia del haz incidente, y no hay dosis impartida mas alla.
Precisamente el uso de protones (o de iones de '?C en instalaciones de algunos paises avanzados) se justifica en
tumores que requieren una localizacion precisa de la dosis para proteger organos sensibles sanos cerca del blanco
terapéutico. Estas situaciones se presentan en canceres pediatricos y en algunos del sistema nervioso de adultos. Una
gran dificultad para implantar la técnica es el elevado costo del acelerador de protones (se requieren haces de 150-250
MeV para tratar tumores profundos) y la complejidad de los procedimientos. Estimaciones actuales indican que una
instalacion de terapia con protones, equipada apropiadamente para uso clinico, puede costar 10-50 veces lo que una
instalacion de radioterapia que use técnicas avanzadas de irradiacion con fotones.

Los electrones también son particulas cargadas, es decir, directamente ionizantes. Su curva de S también presenta
un maximo y, por lo tanto, hay un maximo de dosis absorbida por el medio al final de la trayectoria. Pero, la masa de
los electrones incidentes es igual a la de los electrones del medio, y las multiples interacciones de un haz inicialmente
paralelo con los electrones del medio resulta en que, después de algunas colisiones, las particulas incidentes se
dispersen importantemente y el haz se ensanche, impidiendo la formacion de un “pico de Bragg” angosto en una
profundidad definida. Sin embargo, los electrones tienen un alcance definido (es decir, recorren una distancia finita
antes de que agoten su energia) y electrones de entre 6 y 20 MeV son una opcién muy conveniente para tratar tumores
superficiales ubicados a menos de 5 cm de profundidad. Ademas, un haz de electrones es facilmente costeable ya que
el instrumento mas usado en radioterapia, el linac (acelerador lineal) produce tanto haces de fotones como de
electrones.

36



- 108 T T T T T T 60 T T T T
]
o
o (b)
O - 50 F -
® £
= (3]
= >
o 102 © 40 F ]
S =
o ~
5 5
()]
= = 30 E
Q 173
Q o
3 g
[
2 10! 2 20f ]
S o
= @
S c
3 woqof ]
172
[72]
s
100 ciaia . A . . il 0 ) ) ,
10 102 107 100 10’ 102 108 104 0 2 4 6 8 10
Kinetic energy, E/MeV Depth in water/cm

Figura 2. (a) Poder de frenado masico S/p de protones en varios medios. (b) Energia depositada en agua por un
haz de protones de 100 MeV, como funcién de la profundidad en el medio. El maximo del poder de frenado para
energias cercanas a 100 keV en (a) se expresa en el maximo deposito de energia al final de la trayectoria de la particula
en el medio, llamado “pico de Bragg”, en (b). Adaptado de [4].

INTERACCION DE RADIACION INDIRECTAMENTE IONIZANTE CON UN MEDIO

Los fotones interactiian con el medio sufriendo procesos relativamente “catastréficos” que los eliminan del haz
incidente, y la intensidad disminuye como funciéon de la profundidad z en el medio. La intensidad de un haz
monoenergético y paralelo como funcion de z se describe por una ley de tipo exponencial, /(z)= Iy exp(-1iz), en que Iy
es la intensidad del haz incidente. El coeficiente p se denomina coeficiente lineal de atenuacion, con unidades de
inverso de distancia, por ejemplo, cm™'. Este coeficiente representa la probabilidad de sufrir alguna interaccion al
atravesar una distancia en el medio, y depende de la energia del fotén y del nimero atémico y densidad del medio.
Como p es dependiente de la densidad fisica del medio, una magnitud mas “robusta” es Wp, llamado coeficiente
masico de atenuacion, con unidades, por ejemplo, cm? g,

Hay tres procesos principales de interaccion entre fotones y un medio que son relevantes para las aplicaciones
médicas de la RI. La dependencia de cada uno con las variables de la interaccion es diferente y, ya que los procesos
son independientes, la probabilidad de interaccion es la suma de las probabilidades para cada proceso. En primer
lugar, el efecto fotoeléctrico consiste en la interaccion de un fotéon con un electron orbital de los atomos del medio,
resultando en la transferencia del cuanto de energia del foton al electron que se libera del amarre al nucleo atomico y
transforma la energia restante en energia cinética. El &tomo se transforma en ion positivo y se crea una vacancia orbital
que sera posteriormente llenada, acompafiado por la emision de rayos-x caracteristicos (llamados de fluorescencia)
del atomo ionizado. El efecto fotoeléctrico elimina un foton del haz incidente y el electron energético liberado se
transportara en el medio, interactuando con electrones y atomos debido a su campo Coulombiano, hasta que su energia
cinética se agote. El coeficiente masico de atenuacion para el efecto fotoeléctrico, ilustrado por la curva t/p en la
Figura 3.a para carbono, depende del nimero atémico de los a&tomos del medio elevado a la potencia 3 y de la energia
del foton elevada a la potencia -3. La Figura 3.b indica que este efecto es el dominante para fotones con energias
menores que 100 keV que inciden en elementos con nimero atdomico Z < 20. Para elementos de Z alto (plomo, por
ejemplo) el efecto fotoeléctrico sigue siendo el dominante para fotones de hasta 0.5 MeV.
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Figura 3. (a) Coeficiente masico de atenuacidén p/p (curva negra) para fotones en carbono como funcién de la
energia del foton. Las curvas grises muestran valores para el efecto fotoeléctrico, Compton y producciéon de pares (la
dispersion de Rayleigh no se considera relevante para los usos comunes de RI en medicina, y no se discute en estas
notas). (b) Regiones en que cada uno de los tres procesos es dominante, para materiales con numero atomico Z, como
funcion de la energia del foton. Las curvas indican los limites entre regiones. Adaptado de [3 y 4].

El segundo proceso es el llamado efecto Compton, en que el foton incidente libera un electron atomico débilmente
ligado al atomo del medio. El foton incidente desaparece y su energia se comparte entre el electron liberado y un
segundo foton que se emite en una direccion diferente a la del incidente. De esta manera se conservan la energia y el
momento lineal. El electron se desplazara en el medio interactuando con electrones y niicleos atoémicos a través de su
campo Coulombiano hasta que se agote su energia cinética. El coeficiente masico de atenuacion para el efecto
Compton, curva llamada o¢/p en la Figura 3.a, depende de la densidad de electrones en el medio, no depende del
namero atémico de éste, y tiene una débil dependencia con la energia del foton incidente. Como muestra la Figura
3.b, para medios con Z < 20, el efecto Compton es el proceso dominante entre 100 keV y 10 MeV.

El tercer proceso es la produccion de pares, en que un foton de alta energia se transforma en un par electron-
positron en las cercanias de un nucleo atdmico. Este proceso es ejemplo directo de la equivalencia entre masa y energia
y, para que ocurra, el foton debe contar con mas de 1.022 MeV. Esta energia umbral es igual a la masa en reposo de
las particulas que seran creadas. En la produccion de pares, el foton incidente desaparece y se crean dos particulas
cargadas (que se reparten la energia en exceso de 1.022 MeV del foton) que se transportaran en el medio interactuando
con las particulas cargadas de éste a través de sus campos Coulombianos hasta que se les acabe la energia. El positron
se aniquilara (generalmente a muy baja energia, cerca del reposo) con un electron del medio. Cuando esto ocurre, se
producen dos rayos gamma de aniquilacion que continuaran la historia de interacciones, dependiendo de su energia.
El coeficiente masico de atenuacion para la produccion de pares, ilustrado por la curva k/p en la Figura 3.a para
carbono, depende del niimero atémico del medio elevado a la potencia 2, y aumenta con la energia del foton por
encima del umbral. Este es el proceso dominante para medios con Z <20 a energias mayores que 10 MeV (ver Figura
3.b).

Los usos médicos de los fotones son muchos, tanto en radiodiagnostico como en radioterapia, y se basan -antes
que nada- en las propiedades de la interaccion de la radiacion con los dtomos del cuerpo. La principal aplicacion
médica de fotones de energia efectiva (o promedio), tipicamente, de 60 keV, es la obtencion de imagenes del interior
del cuerpo a través de radiografias (imagenes bidimensionales) y de tomografias con rayos-x (imagenes
tridimensionales). La propiedad fisica aprovechada es la dependencia de la atenuacion con Z3. Esta caracteristica
permitié a W.C. Roentgen en 1895 obtener con éxito la primera imagen radiografica de una mano, en que los huesos
(que contienen Ca, Z = 20) se distinguen del tejido blando que lo rodea (Z ~ 7) y se ve claramente un anillo
(probablemente fabricado con metales de alto Z). El avance cientifico y tecnologico del siglo pasado y actual permite
contar ahora con imagenes tomograficas de alta resolucion espacial y contraste conseguidas al reconstruir cientos de
proyecciones bidimensionales digitales.
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Figura 4. Iméagenes de mamografia contrastada de una paciente con carcinoma ductal invasivo con necrosis. (a)
mamografia convencional previa a la administracion de medio de contraste (la flecha sefiala la lesion); (b-e) imagenes
de mamografia contrastada obtenidas 1, 2, 3 y 5 minutos después de la inyeccién del medio de contraste. Las imagenes
contrastadas muestran el contraste en la imagen causado por la presencia de yodo en el borde de la lesion. De [7].

Un ejemplo notable del uso de las propiedades de la interaccion de la RI son las mamografias, imagenes de rayos-
x de la glandula mamaria, obtenidas para detectar y diagnosticar el cancer de mama. En esta técnica, los rayos-x son
de energias relativamente bajas (espectros con radiacion efectiva, tipicamente, entre 20 y 30 keV). Este intervalo
permite que, por un lado, suficiente radiacion atraviese el grosor de la mama humana comprimida (tipicamente, entre
4y 6 cm) y llegue con intensidad suficiente a un detector de imagen que registra el mapa de atenuaciones causado por
el objeto. Por otro lado, las diferencias en el coeficiente de atenuacion para el tejido fibroglandular y adiposo (los
componentes principales de la glandula mamaria) a bajas energias permiten detectar en la imagen los sutiles cambios
anatomicos del tejido mamario que indican una posible lesion. La modalidad conocida como mamografia contrastada
utiliza un medio de contraste basado en yodo para enfatizar la presencia de lesiones posiblemente asociadas con un
proceso maligno que ha iniciado la formacion de nueva vasculatura. La técnica se basa en el énfasis causado en la
imagen por la presencia del yodo debido a su alta probabilidad de efecto fotoeléctrico respecto del tejido mamario. La
Figura 4 ilustra resultados clinicos de la técnica desarrollada por nuestro grupo de investigacion [7].

La radioterapia con fotones se clasifica en dos grandes técnicas, teleterapia y braquiterapia, dependiendo de la
distancia entre la fuente de radiacion y la lesion. La teleterapia moderna usa haces de rayos-x generados por un
acelerador lineal de electrones llamado linac. Los electrones son acelerados a energias entre 6 y 25 MeV, y los haces
de rayos-x generados (radiacion de frenado con un espectro continuo) tienen energias efectivas (o promedio) tipicas
de 2-8 MeV. El hax del linac irradia el blanco terapéutico (masa tumoral) desde el exterior del cuerpo (tipicamente, a
100 cm) desde varias direcciones gracias a los movimientos de las componentes del acelerador, maximizando la dosis
al blanco mientras se protege el tejido sano cercano. Las técnicas avanzadas combinan el giro del cabezal con la
adaptacion de colimadores que ajustan la forma del campo a la forma del tumor. Debido a sus energias, las
interacciones de los fotones con las células del paciente son mayoritariamente por efecto Compton, y es la fisica de
este efecto la que determina predominantemente la distribucion de la dosis en el cuerpo del paciente. En braquiterapia,
una fuente radiactiva sellada se localiza (temporal o permanentemente) cerca de la lesion y fotones de baja energia
imparten su energia con gran intensidad en el tejido maligno debido a su cercania espacial. Debido a las energias
tipicas de las fuentes de braquiterapia (entre 20 y 400 keV, aunque también se usan fuentes de rayos gamma mas
energéticos) los efectos fotoeléctrico y Compton son los dominantes.
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CONCLUSION

Muchas de las técnicas avanzadas de la medicina actual se basan en el uso de radiacion ionizante, fotones y
particulas cargadas. El conocimiento de los procesos fisicos originados en las interacciones entre la radiacion y los
atomos del tejido irradiado permite comprender el transporte de la radiacion en el cuerpo, la atenuacion, la
transferencia y el depdsito de energia, y optimizar las técnicas para lograr procedimientos efectivos y seguros. La
especializacion en fisica médica constituye un area de intenso e interesante desarrollo en la actualidad. En México
existen oportunidades para que las y los interesados en aplicar la fisica en investigacion y practica profesional con
impacto en salud obtengan la formacion (educacion y entrenamiento clinico) requerida [8].
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Estas notas ofrecen una revisién tedrica introductoria de excitones-polaritones de Frenkel. Los
bloques de partida seran los fotones de cavidad y las excitaciones colectivas de semi-conductores
organicos que en el régimen de acoplamiento fuerte dan lugar a entidades hibridas de luz-materia
denominadas excitones-polaritones. Se revisaran las propiedades fundamentales de estas cuasi-
particulas tanto en términos energéticos como su composicién.
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I. INTRODUCCION

Los excitones-polaritones son cuasiparticulas fascinantes que surgen de la interaccién fuerte entre excitones, que
son pares electrén-hueco ligados en un semiconductor, y fotones, las particulas de luz [IH3]. Este acoplamiento ocurre
dentro de una nanocavidad éptica, donde los fotones quedan atrapados y se acoplan fuertemente con los excitones,
dando lugar a un estado hibrido que comparte propiedades tanto de la materia como de la luz.

En los tltimos anos, los excitones-polaritones han captado la atencién de la comunidad cientifica debido a su
cardcter hibrido, lo cual le transfiere a estas cuasiparticulas la capacidad de interactuar fuertemente a través de sus
componentes de materia, dando lugar a la realizaciéon de estados exéticos de luz y materia como condensacion de
Bose-Einstein [4H7], resonancias de Feshbach [8HI2], polaritones cargados [I3HI6], transporte de excitaciones épticas
neutras con campos eléctricos [I7, [I8], moléculas polariténicas, entre otros fendmenos, que tipicamente uno asocia
a la materia. Por otro lado, estas cuasiparticulas heredan la masa ultra-liviana de los fotones de cavidad y su
coherencia. Los excitones-polaritones entonces han atraido el interés por su naturaleza exdtica, pero también por
posibles aplicaciones opto-electrénicas que exploten a la par la naturaleza hibrida de luz-materia de los polaritones.

En estas notas revisaremos los elementos tedricos bésicos de los excitones-polaritones en el contexto de excitones
de Frenkel. Las notas estdn estructuradas de la siguiente manera. En la primera seccién Sec[[]] revisaremos el
Hamiltoniano de fotones confinados en una nanocavidad y su relacién de dispersién. En la Sec[II]] estudiaremos
el acoplamiento luz-materia en términos de la interaccién entre fotones de cavidad y moléculas con una estructura
interna de dos niveles; usaremos la transformacion de Holstein-Primakoff para describir al sistema en términos de
excitones y fotones. Posteriormente, en la Sec. [[V] describiremos al sistema en término de excitones-polaritones, los
modos normales del Hamiltoniano.

II. FOTONES DE CAVIDAD

Nuestro punto de partida es el Hamiltoniano en segunda cuantizaciéon del campo electromagnético,

gluz = ZWC(]B')'A}/;:Y;?? (1)
P

escrito en términos de los operadores de creacion y aniquilacién ”y;g./ 4z para el modo p (por simplicidad trabajaremos
con una polarizacién dada y se omitird en la notacién). La energia w.(p) depende del confinamiento del campo
electromagnético. En nuestro caso, consideraremos luz confinada en una cavidad como se ilustra en Fig. [[I La
cavidad consiste de dos espejos que asumiremos infinitos separados por una distancia L.

L,

<>

N>

<>

FIG. 1. Nanocavidad. Dos espejos infinitos separados una distancia L, confinan el campo electromagnético en su interior
(regién rosa).

La relacién de dispersion de la luz

C c
we(P) = —p = /P2 + Py + P2

El confinamiento en la direccién z impone que el modo en la direccién esté cuantizado, esto es,

mm

Pz = Tz (2)
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FIG. 2. Dispersién de la luz como funcién de p|| para el primer modo fundamental n = 1.

conm = 1,2,3,.. y nel indice de refraccion del medio. Por otro lado, al considerar espejos infinitos, es decir, asumiendo
Ly, Ly, > L, los modos p, y p, se asumen continuos. De forma mas rigurosa, podemos estimar esta aproximacién. Si
consideramos que el confinamiento en las direcciones x y y también es de una particula en una caja, con condiciones
periddicas a la frontera podemos hacer un estimado de los valores permitidos de p,, p, y de la diferencia entre estados
adyacentes Ap, = -~. Dado que las dimensiones tipicas de una nanocavidad son de L, ~ 100 — 200 nm, mientras que
la extension de la cav1dad en las direcciones x, y es del orden de un par de centimetros L;, L, ~ 1 cm. Tomando el
cociente

Ap, 200 x 107
Ap, 1072

~107°

se obtiene que los modos en p, y p, estdn mucho mas "pegados” y se puede considerar que forman un continuo.
Para el modo fundamental m = 1 obtenemos la relaciéon de dispersion

o) = Syfri+ (2 ®)

donde p|2| =p+ pz. Es conveniente introducir w.g = nc—gz, lo cual permite escribir a la relacién de dispersién de los

1
_ ]2 2 _ c? p\l
we(p) = \ 2Pl + Wi = Weo <1 + win? ) (4)

expresién que para momentos pequenos se aproxima a

fotones de cavidad como

~ 1 & 5 pﬁ
we(P) ~ weo + impu = Weo + om. (5)
donde
2
WeoN
Me = CQ (6)

introduce a la masa del fotén de cavidad. Es importante destacar que ésta no es una masa inercial, sino una masa
efectiva. La dispersién de la luz en funcién de p)| es parabdlica, como se ilustra en la Figura

Es importante conectar la relacién de dispersién con el dngulo de incidencia de la luz sobre la cavidad. Para ello
notamos que p|| = psin(¢),

n

N mm\ > B 5 9 sin?(¢) -
we ) = 1\ [Psin(0) + () = [wk +uR() g (™)
entonces,

.2
2 0) = + 29T,
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despejando w, (¢) obtenemos la relacién de dispersién de los fotones de cavidad como funcién del 4ngulo de incidencia

we () = ——— ®)

III. ACOPLAMIENTO LUZ-MATERIA

Ahora estudiemos el acoplamiento de las excitaciones de la materia a los fotones de cavidad (ver Fig. 3| (izquierda)).
Para ello, consideraremos un sistema de /N moléculas cuyos grados de libertad relevantes pueden ser modelados como
un sistema de dos niveles. Esto es que cada molécula puede estar en su estado base o en un estado excitado.

El Hamiltoniano que describe la parte de las excitaciones de la molécula es

N
Hmolcculas = § WXJAjTOCj (9)
J=1

donde (ij es el operador que promueve a la molécula de su estado base al estado excitado, cuya energia es wx.

Orbitales moleculares
desocupados
P —

— -

%
s

Orbitales moleculares
ocupados

Excitacion
electrénica

Energia

FIG. 3. (Izquierda) Cavidad nanométrica acoplada a moléculas orgdnicas. (Derecha) Estructura electrénica tipica de un
semiconductor orgénico.

A la derecha de la Fig. 3] se muestra la estructura de los orbitales de una molécula semiconductora tipica usada en
los experimentos con moléculas organicas. Se dicen semiconductores organicos pues forman una estructura de bandas
donde los electrones llenan los orbitales moleculares de energia mas baja, y las transiciones electrénicas ocurren bajo
un costo energético, que denominamos la energia de la excitacién wx, que se conoce como exciton.

Por otro lado, el acoplamiento de la luz-con las moléculas esta dado por

Hluz—materia =4 Z(ijTﬁ/Eem.” + ’A)/I%(fjeilk.m) (10)
k.j
El primer término describe la absorcién de un fotén para excitar una molécula del sistema, mientras que el segundo
término corresponde a la emisién de un fotén debido al decaimiento del estado excitado de una molécula a su estado
base.

En estas notas no entraremos en detalles de la parte disipativa del sistema, pero consideraremos que los ciclos de
absorcion y emision de fotones dentro de la cavidad, en el cual las moléculas se excitan y desexcitan, ocurren multiples
veces antes que el fotén logre escapar de la cavidad. A este régimen se le conoce como de acoplamiento fuerte. Cuando
los fotones escapan de la cavidad antes de que ocurran estos ciclos de absorcién-emision se le conoce como régimen
de acoplamiento débil, como se ilustra en la Fig. (a). Dentro del acoplamiento fuerte, los procesos de emisién y
absorcion de fotones ocurren cientos de miles de veces antes de que el fotén escape de la cavidad, como se muestra en
la Fig. b).

Es conveniente introducir los operadores &IT; donde k es un vector en el espacio reciproco,

1 P
0l == e s, (11)
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FIG. 4. (a) Acoplamiento débil. Los fotones escapan de la cavidad antes de que ocurran ciclos de emisién-absorcién
impidiendo el acoplamiento entre los fotones y las excitaciones de la materia. (b) Acoplamiento fuerte. Ciclos de emisién-
absorcién ocurren de forma eficiente dentro de la cavidad, permitiendo la hibridacién de la luz con la materia.

En términos de estos operadores, el acoplamiento luz-materia se escribe como

Hluz materia — gfz [ ;% i ’%{'&E} (12)

Para describir al sistema en términos de sus excitaciones elementales es conveniente introducir los operadores bosénicos
;¥ 55; definidos de la siguiente forma

lo que permite hacer un desarrollo perturbativo asumiendo que <:c; zj) < 1 es un pardmetro pequeno. A primer orden,
la aproximacién es

(14)

Esto re-escribe al acoplamiento luz-materia en términos sélo de operadores bosénicos de luz (fotones) y de las
excitaciones de las moléculas

Hluz materia — gfz I:jf% i ﬁ/gi‘]g} (15)

A estos operadores I, , ilg se dice que crean excitones, las cuasi-particulas que describen efectivamente las excitaciones
colectivas de las moléculas.
Cabe recalcar que aunque el acoplamiento de un fotén con una sola molécula es g, el acoplamiento de un fotén

con los excitones escala como gv/ N, debido al acoplamiento colectivo de estas excitaciones con la luz. Es convencion
introducir el acoplamiento de Rabi 2 = gV N.
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IV. EXCITONES-POLARITONES

El Hamiltoniano que incorpora a los fotones de cavidad, las excitaciones colectivas de las moléculas y el acoplamiento
luz-materia es

H= [wc(l%')ﬁ;ﬁ,; + wxas%x,;] +Q)° [gﬁﬂ; + 7,%37;;} (16)
E i
-2l 2] B

Este Hamiltoniano estd escrito en término de los operadores de creacién y aniquilacién de excitones &y y .

Para encontrar los modos fundamentales de este Hamiltoniano es necesario cambiar de base, a aquella en la cual el
Hamiltoniano se vea diagonal. Denotando a los operadores de aniquilacién en esta base por Uy y Ly,

7] oty 2] )

que resultan de una rotacion de los operadores originales. En esta base el Hamiltoniano es diagonal y por tanto tiene
la siguiente estructura

. P ) .
H= [Ui Lt} wur( S HEL 17
Z k k 0 wLp(k‘) LE ( )
donde wyp/Lp (E) son las energias propias del sistema. En esta base, el Hamiltoniano se escribe simplemente como

o= Z [WUP(E)ﬁUP(E) + wLp(E)ﬁLp(E)} , (18)

k

en términos de los operadores de ntimero Ayp (k) = UgUE y fLp(k) = ﬁ%LE Los modos normales del sistema son los
eigenvalores de la matriz Hamiltoniana, que pueden ser obtenidos simplemente de resolver

E—wl(k) -0 |_
det { 0 5 wx} =0, (19)
lo que resulta en una ecuaciéon cuadratica cuyas soluciones son
L1 . -
wrp/up(k) = 3 (wc(k‘(+wx + \/(Wc(k‘) —wx)? + 492) ; (20)
Por otro lado, los coeficientes de la transformacién son
1 c(F) —
COS29:§ 1+ welk) = wx , (21)

V(o) — wx)? + 402

y sin? 0 + cos? 0 = 1.

A los modos normales del Hamiltoniano se les conoce como excitones-polaritones. Estas entidades, conocidas
como cuasi-particulas, surgen del acoplamiento fuerte de la luz con la materia y son estados de superposicién cuantica
de fotones y excitones. A la rama superior, con mayor energia, se le suele denominar upper polariton, mientras a
la rama inferior se le conoce como lower polariton. Para entender la naturaleza de estas cuasparticulas empecemos
estudiando las energia de los polaritones.

Primero estudiemos el caso de incidencia normal, esto es a k = 0. Para ello es conveniente introducir la desintonia,
definida como 6(k) = we(k) —wx. Tipicamente, la energfa de los excitones esté fija por la naturaleza intrinseca de las
moléculas, mientras la energia de la cavidad a incidencia normal puede ser sintonizada cambiando la longitud de la
cavidad. Entonces, en nuestro caso, consideramos fija wx y el parametro libre es wc(a). La Fig. |5 muestra la energia
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FIG. 5. Ramas polariténicas a incidencia normal. La rama roja corresponde a wup(k = 0) y la azul a wrp(k = 0). Las lineas
negras punteadas corresponden a las energias de los excitones (linea horizontal) y de los fotones de cavidad en ausencia de
acoplamiento luz-materia.

de los polaritones superior (linea roja) y polaritén inferior como funcién de la desintonfa. Las lineas negras punteadas
corresponden a las energfas del excitén wx y del fotén de cavidad w(0) como funcién de la desintonia.

A diferencia de las energias wx y wc(ﬁ) que se intersectan en el origen, observamos que aparece un cruce evitado,
donde las ramas polariténicas se repelen; la distancia minima de separacién entre estas ramas ocurre en § = 0, y
es wyp(0) —wrp(0) = 2. A desintonfas muy negativas o positivas, esto es para |8 > 29, las ramas polariténicas
tienden a los estados de exciton y foton desacoplado.

0.8
0.6
©o4
0.2
0.0 . —
4 -2 0 2 4
0/(2

FIG. 6. Coeficientes de transformacién. En azul cos? @ y en rojo sin? . A desintonfas grandes |§|/Q > 1 el sistema se desacopla
y los coeficientes de Hopfield tienden a cero o a uno. Por otro lado, para § = 0, el acoplamiento luz-materia es maximo y los
polaritones estdn formados por mitad materia-mitad luz.

Estos resultados se pueden interpretar mejor si analizamos los coeficientes de la transformacién. En este caso, por
simplicidad, graficamos cos? # (Iinea azul) y sin? @ (linea roja) en la Fig. @ Vemos que en el caso extremo |d| > 22 los
coeficientes de la transformacién tienden a 1 6 a 0. Esto quiere decir que en este limite los excitones y los fotones no
se hibridizan. En este caso para desintonias negativas se tiene que Lg ~ 45 v Us ~ Z5; mientras que para desintonias
positivas i’ﬁ ~3I5y U@ ~ Y5

Por otro lado, en resonancia, esto es cuando & = 0, el acoplamiento entre la luz y materia es mas eficiente y los
estados polariténicos son una mezcla balanceada de un fotéon de cavidad y un excitén. En este caso tenemos que

5= (g 20) @)

esto es, tanto el polaritén superior como inferior son mitad fotén y mitad excitén, en superposicién lineal.
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(E(k)-Ex(k))/12

FIG. 7. Rama roja representa al polaritén superior wyp(k), mientras que el polaritén inferior wrp (k) corresponde a la rama
azul.

Finalmente, estudiemos la relacién de dispersién de los polaritones como funcién de k. Para ello, consideremos el
caso ¢ (6) = 0. En este caso, las relaciones de dispersién de los estados de fotén y excitén se intersectan en k = 0,
como se muestra en la Fig. [} Por otro lado, los estados polariténicos a k = 0 estdn separados por una distancia 22,
siendo wyp,rp (6) = FQ. Por otro lado, tanto el polaritén superior como el inferior muestran un caracter dispersivo
como funcién de k. Cabe resaltar que para momentos grandes el polaritén superior tiende a la energia del fotén de la
cavidad mientras el polariton inferior tiende a la energia del excitén. Esto es, a momentos grandes, los excitones se
desacoplan de la luz. En términos energéticos, los fotones y excitones se desacoplan cuando k2/2m, > 29).

Sin embargo, para k?/2m,. < 2, excitones y fotones se acoplan eficientemente, y lo polaritones adquieren el caracter
dispersivo de la luz. La masa efectiva de ambas ramas polariténicas es a momento cero

myp,Lp = 2M. (23)
donde
1 . d WUP/LP(E)
Myp/Lp = ;M0 k2

Esto enfatiza que ambas ramas polaritonicas heredan la masa ultra-liviana de los fotones.

V. CONCLUSIONES

Hemos abordado los fundamentos tedricos esenciales para comprender de manera general a los excitones-polaritones
de Frenkel. En primer lugar, estudiamos los fotones de cavidad y su relacién de dispersién y su dependencia con el
angulo de incidencia de la luz. Posteriormente, analizamos los excitones formados por transiciones electronicas en
semiconductores orgénicos, considerando un sistema de dos niveles. También vimos que el acoplamiento luz-materia
ocurre unicamente en el régimen de acoplamiento fuerte, descrito por la absorcién y emision de fotones, lo que provoca
la excitacién o el decaimiento de la molécula del sistema, respectivamente. Finalmente, investigamos los excitones-
polaritones, modos normales del hamiltoniano que incluye tres términos clave: los fotones de cavidad, las excitaciones
colectivas y el acoplamiento luz-materia. De este andlisis surgieron dos ramas, de mayor y menor energia, conocidas
como polaritén superior e inferior , respectivamente. A partir de aqui, examinamos diferentes casos para comprender
su naturaleza, como los casos limite, la incidencia normal, la condicién de resonancia y su comportamiento en funcién
del momento.

Estas cuasiparticulas han adquirido gran relevancia debido a sus propiedades hibridas de luz y materia, como su
masa ultraligera, sus caracteristicas no lineales y su alta sensibilidad a estimulos externos. Los excitones-polaritones
tienen amplias aplicaciones, destacdndose en los campos de la materia condensada y la éptica [19]. Los condensados
de Bose-Einstein formados por polaritones, que pueden generarse a temperatura ambiente, permiten simular sistemas
reticulares especificos, como la simulacién de un aislante topolégico [20]. Ademds, es posible desarrollar diversos
dispositivos basados en excitones-polaritones, como transistores épticos [21I] o laseres [22]. De acuerdo a Ghosh et
al. (2022), el estudio de estas cuasiparticulas promete un futuro con grandes avances, aunque con retos importantes,
como la observacién de efectos cuanticos a temperatura ambiente y la construccion de dispositivos cudnticos basados
en polaritones.
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Recientemente la levitacion acustica ha tenido avances notorios y sus aplicaciones se
han expandido a distintos campos cientificos y tecnoldgicos gracias a la implementacién
de la tecnologia de arreglos en fase. Este documento presenta una guia para la construccién
de levitadores acusticos de onda estacionaria basada en arreglos de transductores piezo-
eléctricos ultrasénicos y material electronico de bajo costo. La guia esta dirigida al sector
académico interesado en utilizar levitadores actsticos en sus cursos e investigaciones a ni-
veles de educacion superior y de posgrado. La parte introductoria del documento presenta
brevemente algunos conceptos bdsicos asociados a la levitacidn actstica y la tecnologia
empleada para la emision de ultrasonido. La segunda parte del documento describe una

serie de pasos necesarios para la construccion del levitador.
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I. INTRODUCCION A LA LEVITACION ACUSTICA

Un levitador actstico es un dispositivo que utiliza sonido para suspender objetos en fluidos co-
mo el aire. En estos dispositivos, la levitacion se logra a través de ondas acusticas que neutralizan
la fuerza de gravedad que nuestro planeta ejerce en objetos de tamafios micrométricos y milimé-
tricos con el fin de atraparlos en posiciones especificas. Esta tecnologia comenz6 a desarrollarse
con fines practicos a partir de los afios 70 en el Jet Propulsion Laboratory de la NASA, donde
se realizaron investigaciones sobre manipulacion de objetos en ambientes de microgravedad.” La
tecnologia sigue en desarrollo y actualmente sus aplicaciones abarcan una amplia gama de temas
que van desde la suspensién y manipulacion de sustancias para producir reacciones quimicas sin el
uso de contenedores;” el estudio de propiedades fisicas y quimicas de liquidos; " o el desarrollo

de pantallas 3D basadas en la holografia acustica.

A. Tipo de ondas empleadas

Los levitadores acusticos operan mediante presiones de radiacion acustica asociadas a ondas
de intensidades altas que pueden superar los 120 decibeles (dB). Para evitar danos auditivos, se
utilizan ondas de frecuencias asociadas al rango ultrasénico debido a que no son perceptibles por el
oido humano (Figura 1). El ultrasonido puede propagarse en el aire y su atenuacion es proporcional
a la frecuencia de las ondas.” Por ejemplo, el ultrasonido a 200 kHz se atenuda alrededor de 11
veces mas que el ultrasonido a 20 kHz bajo condiciones atmosféricas estandar. Por esta razon, para
aplicaciones de levitacidn acustica en aire, los levitadores se disefian con ondas de baja frecuencia

ultrasonica, generalmente en el rango de 25 — 100 kHz.

B. Método de levitacion acistica

Existen distintos métodos de levitacion actstica y se pueden clasificar de acuerdo con el campo
de presion acustico que generan. Los métodos pueden ser de: (1) onda estacionaria, (2) campo
cercano, (3) campo cercano invertido, (4) campo lejano y (5) campo de un solo haz." " Sin embargo,
la generaciéon de ondas estacionarias dentro de cavidades uniaxiales es el método de levitacion
actstica mds comun y explorado debido a su potencial cientifico y tecnolégico. Los levitadores
de onda estacionaria generalmente son cavidades de geometria uniaxial formadas por un emisor y

un reflector -o dos emisores que operen a la misma frecuencia- donde las superficies que emiten
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Figura 1. Ilustracién de rangos de frecuencias de ondas acusticas. Para la levitacién actstica en aire, gene-

ralmente se emplea el rango de 25 — 100 kHz.

y reflejan las ondas acusticas estdn separadas una distancia proporcional a la longitud de onda

ultrasonica y a la geometria de las superficies emisoras y reflectoras.

C. Ondas estacionarias en cavidades acusticas

Si las superficies de la cavidad son planas, como se ilustra en la Figura 2 (a), la onda estacionaria
se forma si la longitud de la cavidad L, es un multiplo entero n, de media longitud de onda L =
ni /2y es relativamente simple ajustar la longitud de la cavidad. El nimero n representa el modo
longitudinal de la cavidad y estd asociado a una distribucién especifica de onda estacionaria. Por
ejemplo, el valor de n indica el nimero de antinodos de la onda estacionaria. En el caso de objetos
pequeiios comparados con la longitud de onda de la onda acustica, la levitacion acustica ocurre
en los nodos de la onda estacionaria. Si se construye un levitador con superficies emisoras y
reflectoras concavas, el campo ultrasénico se enfoca y la presion acustica se concentra radialmente
en el centro de la cavidad, como se ilustra en la Figura 1 (b). La configuracion céncava aumenta
considerablemente la amplitud de presion en los antinodos centrales, aumentando el equilibrio
espacial de los objetos levitados y la capacidad de levitacion en términos del peso del objeto.
Sin embargo, la longitud de cavidad requerida para producir ondas estacionarias con amplitudes

madximas ya no es proporcional a A /2 y es mas complejo ajustar la cavidad.

D. Transductores ultrasonicos
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Figura 2. Ilustracién 2D de ondas estacionarias producidas por cavidades con dos fronteras emisoras (a)

planas y (b) esféricas. El color verde ilustra la presién acustica.

Es posible generar ultrasonido con diversas tecnologias; sin embargo, los levitadores acusticos
de onda estacionaria cominmente utilizan transductores piezoeléctricos de alta potencia, conoci-
dos como transductores Langevin (TL), como fuentes de emision ultrasénica. Los TL operan con
voltajes de hasta 1000 V y con potencias mayores a los 100 W, ' y se han utilizado para fabri-
car levitadores capaces de levitar liquidos y sélidos de alta densidad -, ya que pueden producir
fuerzas de atrapamiento del orden de 60-80 mN. Sin embargo, la tendencia de la ultima década
es desarrollar levitadores acusticos que sustituyen los TL por arreglos de multiples transductores
ultrasénicos de baja potencia que se alimentan con voltajes pico menores a 20 Vp (Figura 3). Estos
transductores ultrasénicos son construidos a partir de cerdmicas piezoeléctricas delgadas, acopla-
das a una hoja metélica, que vibran como respuesta a una deformacién mecdnica proporcional al
voltaje y frecuencia de una sefial eléctrica recibida; y viceversa, producen una sefial eléctrica al
recibir o detectar una vibracion ultrasénica. La vibracion es amplificada por un cono metélico aco-
plado a la hoja metdlica pegada a la cerdmica piezoeléctrica y los dispositivos pueden emplearse
como emisores y receptores ultrasénicos. Estos transductores son compactos y pueden ordenarse
de multiples formas para formar levitadores con mayores superficies radiantes y de geometrias
mads diversas si se comparan con la tecnologia de transductores tipo Langevin. Otra ventaja de la
tecnologia de arreglos de transductores es que permite desarrollar levitadores capaces de manipu-
lar a los objetos levitados al transferirles movimiento traslacional o rotacional mediante el control
electrénico de la fase de los emisores.

En 2017 se publicé en la literatura cientifica un levitador acuistico conformado por una cavidad

concéntrica uniaxial, llamada TinyLev, y conformada por dos arreglos de transductores contra-
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Figura 3. (a) Imégenes de transductores ultrasénicos de carcasa metélica de didmetro d = 10 mm y altura
h =7 mm. (Manorshi, MSO-A1040HO7T). (b) Imagen del transductor sin la carcasa metélica. La onda
ultrasénica se genera (y detecta) mediante el amplificador mecénico de forma cénica acoplado al disco

formado por una placa de latén acoplada a un material piezoeléctrico.

puestos. En la publicacion se describe el disefio y se caracteriza numérica y experimentalmente
el desempefio del TinyLev, capaz de levitar en aire objetos con densidades de hasta 6.5 g/cm3.
Ademas, el dispositivo se construye con tecnologia simple y de bajo costo, haciéndolo accesible
para multiples aplicaciones, para actividades de investigacion y para divulgacion cientifica.

Esta guia se basa principalmente en las instrucciones descritas por el autor del TinyLev en la
pagina web https://www.instructables.com/Acoustic-Levitator/, e incluye algunas modificaciones
orientadas a mejorar el desempeiio de los levitadores de onda estacionaria. Dichas modificaciones
permiten, por ejemplo, construir cavidades con la capacidad de levitacion del TinyLev utilizando

el 50 % de los transductores del disefio original.

E. Seguridad

Cada vez estamos mds expuestos a ondas ultrasénicas en ambientes urbanos debido al incre-
mento del uso de tecnologias en este rango de sonido como es el caso de alarmas, sensores de
proximidad de automdviles, dispositivos médicos y dentales, etc. Por cuestiones de seguridad,
existen guias estdndar para regular la exposicion al ultrasonido. Para el caso del ultrasonido aero-

transportado de baja frecuencia, se recomienda no exceder niveles de presion sonora (SPL) de 145
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dB (para 40 kHz) siempre y cuando no existan algin fluido o sustancia que pueda potencialmente
acoplar la impedancia en aire a la del cuerpo humano. ™ Si existe la posibilidad de acople de im-
pedancias mediante algin fluido presente en la atmésfera o el oido, este nivel méximo se reduce
a 115 dB. Estudios recientes de exposicidon a emision ultrasénica a frecuencias de 40 kHz y de
intensidades mayores a 120 dB no han mostrado signos de afectacion auditiva -~ ni cognitiva.

Los transductores ultrasénicos empleados en sistemas de levitacion acustica son dispositivos
electronicos “off-the-shelf” o de uso comun y se consideran seguros ya que el SPL de un solo
sensor es del orden de 115 dB de acuerdo con las especificaciones del fabricante. Sin embargo,
esta situacion es distinta cuando se emplean arreglos de transductores, sobre todo si se enfocan. Por
ejemplo, si se emplean cientos de transductores de manera que enfoquen eficientemente la emisién
ultrasénica, en conjunto pueden llegar a superar los 145 dB (SPL) en la zona de enfoque.

En esta guia se proporcionan disefios de levitadores ultrasénicos que emplean un total de 40
transductores, y que pueden alcanzar presiones aproximadas de 164 dB en la zona de enfoque; por
lo tanto, se recomienda no operarlos de manera independiente para evitar la interaccion directa
de las personas con la zona de enfoque. Opere a los arreglos solo como cavidad, la presion decae
considerablemente al alejarse del foco. En general, sea responsable en el proceso de construccién
de estos dispositivos y en su uso. Supervise en todo momento su funcionamiento cuando se exhiban

o utilicen en presencia de nifios y publico en general.

II. MATERIALES Y EQUIPOS

A. Materiales

= Arduino nano.

= Placa de pruebas (Protoboard) 170p.

= Mdbdulo L298n.

= Cables jumpers (hembra-macho, macho-macho).
= Cable- alambre de cobre 22AWG o 24AWG.

= Transductores 10mm-40 kHz.

= Sockets impresos en 3D.
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= Soldadura y pasta para soldar.

B. Equipos

Osciloscopio.

Generador de funciones.

Cautin 30W.

Caimanes.

Pinzas.

C. Equipos de proteccion

Lentes de seguridad.

Cubrebocas (para evitar aspirar vapores de soldadura).

Auriculares aislantes de ruido.

Extractor de humo de soldadura.

III. SOPORTES 3D PARA ENSAMBLE DE TRANSDUCTORES

Las cavidades ultrasonicas uniaxiales requieren de dos superficies que dan soporte a los emi-
sores. Estas superficies o soportes pueden fabricarse mediante impresiéon 3D en materiales como
ABS, PLA u otros materiales de caracteristicas mecénicas similares. Sus geometrias usuales son
casquetes esféricos que varian de tamafio de acuerdo con el nimero de transductores utilizados y
su empaquetamiento u ordenamiento; por ejemplo, el arreglo puede ser hexagonal '’ o en forma de
anillos concéntricos.

En la pdgina web del Laboratorio de optica y acustica del ICF encontrard los disefios para
impresion 3D de los soportes concavos de geometria esférica y disefios de la estructura para deter-

minar polaridad de trasnductores.
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A. Impresion de soportes 3D

Si la impresora esta calibrada, los transductores pueden ensamblarse a presion en los huecos de
10 mm del soporte de plastico sin necesidad de utilizar adhesivos. Si el didmetro de los agujeros
es mayor al de los transductores, utilice algin adhesivo para pegarlos o enrolle un poco de cinta

aislante alrededor de la carcasa para aumentar su didmetro y poder ensamblarlos a presion.

B. Preparacion de soportes 3D

Previo al montaje de los transductores, limpie los soportes 3D para remover los grumos sobran-
tes generados por la misma impresora. El objetivo es evitar bordes o imperfecciones en la base del
transductor que modifiquen su posicién o generen alguna inclinacién que modifique la direccién

de la senal ultrasdnica emitida.

IV. SELECCION DE TRANSDUCTORES

Los transductores comerciales generalmente indican su polaridad; sin embargo, algunas oca-
siones dicha polaridad estd invertida y se recomienda verificarla si se desea construir un levitador
que opere en Optimas condiciones. En caso de no contar con un osciloscopio siga las instrucciones
de verificacion de polaridad de A. Marzo y pasar a la secciéon VI de este documento.

Para generar una distribucién de presion uniforme en la cavidad ultrasénica, es importante
elegir transductores que emitan sefiales con amplitud y fase similares. Para obtener una medida
relativa de la amplitud y de la fase de cada transductor que se va a utilizar para el levitador, cons-
truya un circuito de prueba utilizando dos transductores —un emisor y un receptor—, separandolos

una distancia fija de manera que formen una cavidad plana. Siga las siguientes indicaciones:

A. Cavidad para medir amplitud y fase de transductores

= Opcion 1.

Fijar sobre una superficie plana la placa de pruebas (protoboard) y un soporte de sujecién de un
transductor, asegurdndose que queden fijas para que no cambien su posicién durante el proceso y
mantener el circuito de prueba bajo las mismas condiciones. En la protoboard se ubican los trans-

ductores emisores a los que se les medird su amplitud y fase relativas. Para ello, se debe incrustar
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Figura 4. Colocacién de transductores para verificacion de polaridad. El arreglo consiste en una cavidad

Protoboard,

formada por un transductor emisor y un transductor receptor, separados una distancia miltiplo de media

longitud de onda. (a) Opcién 1. (b) Opcién 2.

un transductor en la protoboard y conectar dos cables jumper macho-macho en las mismas lineas
de continuidad que el transductor. En el soporte de sujecion se posiciona un segundo transductor,
que funcionard como receptor, a ~ 5 cm del transductor emisor. Se debe garantizar que los centros

del emisor y receptor sean colineales, formando una cavidad con ambos transductores (Figura 4
().

Colocar un conector BNC tipo T a uno de los canales del generador de funciones y conecte una
de las salidas de la T al transductor emisor, y la otra salida a uno de los canales del osciloscopio
(Figura 5). Esta conexion permite enviar una onda periddica al transductor emisor y observarla
simultdneamente en el osciloscopio como sefial de referencia. Conectar el transductor receptor a
una de las salidas del cable BNC y la otra salida a uno de los canales del osciloscopio. Encender
el osciloscopio y el generador de funciones. Configurar el generador de funciones para emitir una
onda senoidal continua de 40kHz con amplitud de S5Vpp. Se pueden usar otras amplitudes menores
o mayores de voltaje, sin embargo, tenga presente que este tipo de transductores comerciales suelen
operar hasta un rango de voltaje de 20 Vp y la respuesta acustica lineal de estos se obtienen para
voltajes menores a 8V),. Ajustar finamente la distancia de separacion emisor-receptor de manera

que maximice (esto pasa cada 9 mm aprox.) la lectura en amplitud en el canal 1 del osciloscopio.

Ajuste las ventanas de tiempo y amplitud del osciloscopio para poder visualizar al menos cinco
ciclos de las ondas senoidales del emisor y receptor. En el canal 2 del osciloscopio observard la

sefial de referencia (emisor). Si ambas sefales estan en fase (Figura 6 (a)), marque una de las
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Figura 6. Forma de onda de las sefales de voltaje eléctrico medidas en el emisor y receptor. (a) Sefiales en

fase y (b) desfase cercano a 180°.

terminales del emisor, por ejemplo, la terminal conectada al positivo.

Intercambie el transductor emisor por cada uno de los transductores que desea verificar. Si
algtn transductor emisor estd colocado con la polaridad invertida, la onda estard invertida 180°
respecto a la onda del transductor emisor (Figura 6(b)).

Si la senal estd invertida, marque la terminal contraria (negativa, siguiendo el ejemplo), o in-

vierta la conexidn del transductor para visualizar la fase correcta y marque la terminal positiva.

= Opcidn 2.



Imprimir el disefio proporcionado y montar los transductores de acuerdo con el diagrama ilus-
trado en la Figura 4 (b). Siga las instrucciones de conexion eléctrica desritas en la opcion 1. Se
recomienda montar la estructura sobre una protoboard para asegurar su estabilidad, mantienien-
do fijo al transductor receptor y garantizar la reproducibilidad en las mediciones para todos los
transductores que se caracterizan. Es muy importante que el transductor receptor se mantenga fijo
durante todo el proceso de medicién y no cambie su posicion. Un error de 0.5 mm entre la distancia

de separacion de los transductores equivale a un error de fase de 20°.

B. Clasificacion de transductores

Conforme a los datos adquiridos en el osciloscopio, clasifique los transductores considerando
su amplitud (V) y su desfase respecto de la sefial de referencia (fase relativa). Generalmente, las
caracteristicas de los transductores varian entre lotes de producciéon dependiendo de la marca, pero
los transductores de un mismo lote/marca son similares. Un andlisis estadistico es recomendable
cuando se caracterizan cientos de transductores.

Elegir los transductores con las caracteristicas mas parecidas posibles permitird conformar una
onda estacionaria mds uniforme, y consecuentemente un levitador con una mejor capacidad de

levitacion.

V. ENSAMBLE DE TRANSDUCTORES

= Coloque cada uno de los transductores en el casquete esférico, considerando la polaridad
marcada en cada uno de los transductores de manera que le simplifique el proceso de sol-
dar. Por ejemplo, coloque los transductores con la terminal (pin) positiva hacia el exterior
como se ilustra en la Figura 7. Afiadir un poco de pegamento en caso de que el transductor
no quede fijo en el socket. El pegamento no debe dejar residuos o grumos que provoquen

desalineacion de los transductores.

= Proceda a soldar en paralelo a todos los transductores del arreglo empleando un cable alam-
bre para todas las terminales positivas, y un cable para todas las terminales negativas, de
manera que solo queden dos cables por cada casquete esférico. Asegurese que no haya nin-

gln corto circuito.
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Pinnegativo Pin positivo

Transductor

Terminal negativa
Terminal positiva

Figura 7. Vista exterior del casquete esférico con los transductores ensamblados y conectados a dos termi-

nales eléctricas.

VL

Arduino |[Médulo L298n
A0 IN1
Al IN2
A2 IN3
A3 IN4

Cuadro I. Conexién de pines entre el Arduino Nano y el médulo de puente H L298n

CONEXIONES DE LA ESTRUCTURA DEL LEVITADOR

Conectar el Arduino a la computadora y cargar en el Arduino el cédigo Levitador.ino ob-
tenido de: https://www.instructables.com/Acoustic-Levitator/. Recuerde que para cargar el
codigo necesita tener instalado el Arduino IDE en la computadora. El software se puede

descargar de https://www.arduino.cc/en/software.
Conectar el pin D10 al D11 del Arduino.

Conectar los pines del médulo de puente H 1.298n a los pines analdgicos del Arduino como

se indica en la Tabla I.
Conectar el GND de Arduino al del médulo de puente H L.298n.

Conectar el pin de entrada/salida de +5V del médulo L298n a la entrada de voltaje (Vin) del
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Figura 8. Diagrama de conexiones eléctricas del levitador actstico.

Arduino, esto serd para alimentar el levitador con una sola fuente de alimentacion. Asegure-
se que el jumper regulador del modulo L298n esté activado (este jumper estd cercano a los

pines Vin y GND del médulo).

= Conectar los arreglos al médulo L.298n de la siguiente forma: cables positivos al OUT]1 y
OUT3, y cables negativos a OUT2 y OUT4 (o viseversa: negativos al OUT1 y OUT3 y
positivos al OUT2 y OUT4).

VII. PRUEBA DE LEVITACION

Verifique que al realizar las respectivas conexiones eléctricas como se describid y alimentar el
modulo L.298n con un voltaje dc de 7 V, el levitador sea capaz de levitar gotas de agua. Es necesario
ajustar la longitud de la cavidad hasta proporcionar la mayor presion acustica. Si mantiene una
gota levitada mientras ajusta la cavidad, a mayor presion, més se deforma la gota de esferoide a

elipsoide.

Siguiendo las conexiones eléctricas presentadas en la Figura 8, los transductores de ambos
casquetes tienen la misma polarizacién y estdn en fase generando una onda estacionaria focalizada
con un antinodo en el centro de la cavidad.” Si la polaridad de uno de los casquetes esféricos se
intercambia, se produce un desfase de 7 entre las ondas emitidas por los arreglos, dando como
resultado una onda estacionaria focalizada con un nodo en el centro de la cavidad. La longitud de

cavidad es diferente para ambas configuraciones de fase.
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Cuantizacion: el problema de las ambigiliedades

Jerénimo Cortez”

Departamento de Fisica, Facultad de Ciencias,
Universidad Nacional Auténoma de México. Ciudad de México 04510, México.

1. El proceso de cuantizar

En términos generales, cuantizar es el proceso mediante el cual se especifica la version
cudntica para un sistema cldsico. El proceso consiste, esencialmente, en promover las obser-
vables clésicas de interés a operadores abstractos y determinar un espacio de Hilbert en el
cual dichos operadores sean representados como operadores auto-adjuntos. En contraste con
lo que ocurre en la teoria clasica, donde los estados del sistema corresponden a puntos en el
espacio fase I' y las observables son funciones f : I' — R suaves, en la teoria cuéntica los
estados son elementos de un espacio de Hilbert de dimension infinita H y las observables
f son operadores auto-adjuntos en dicho espacio. Para sistemas cldsicos lineales, no nece-
sariamente con un nimero finito de grados de libertad (lo que incluye por tanto sistemas de
campo), el programa de cuantizacion en espacio de Hilbert consiste, de manera precisa, en
lo siguiente [1]:

1. Eleccion de observables:
Del conjunto de todas las observables clasicas O, seleccionar un subconjunto de obser-
vables “privilegiadas” Oy, al cual se le denominard conjunto de observables bdsicas
(elementales o fundamentales).

2. Algebra de observables:
A partir de Oy, construir un dlgebra A con las siguientes propiedades: (a) Asociado a
cada observable basica f € Oy, debe haber un representante (y sélo uno) f en A, al
cual se le llamara operador bdsico abstracto u observable cudntica abstracta. (b) Los
operadores bdsicos deben satisfacer la condicion de cuantizacién de Dirac!, [ f ,8] =
i{ﬂ}. El dlgebra A es llamada dlgebra de observables cudnticas abstractas.

*jacq@ciencias.unam.mx

'"Usualmente la condicién de Dirac se encuentra en los libros de texto como [f, 8] = i {f}}; sin embargo,
aqui estamos considerando unidades de Planck, en las que 7 = 1, y por lo tanto no aparece el factor de 7 en los
conmutadores.
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3. Representacion:
Especificar un espacio de Hilbert H y una representacion de las observables basicas
abstractas como operadores auto-adjuntos en H.

Los anteriores requerimientos, que conforman el programa de cuantizacién para siste-
mas lineales cldsicos, no estdn desafortunadamente exentos de ambigiiedades. Esto es, para
llevarlos a cabo es necesario hacer elecciones. Esta libertad implica que el programa puede
cumplirse haciendo en las distintas etapas, diferentes elecciones, y por consiguiente obte-
nerse versiones cuanticas para el sistema que son disimiles. El programa de cuantizacion es
inherentemente ambiguo y no hay en él criterio general alguno que permita efectuar la cuan-
tizacion de manera unica. Esto supone un problema grave, pues para un sistema clasico se
tendrdn, en general, diferentes descripciones cudnticas y por lo tanto distintas predicciones.
Es entonces ineludible tener que formular e imponer criterios con contenido fisico que per-
mitan eliminar las ambigiiedades y, con ello, lograr seleccionar una cuantizacion predilecta
(médulo equivalencia unitaria).

Las ambigiiedades estdn presentes en el programa desde un inicio; en efecto, la eleccion
de las observables fundamentales es, de hecho, una ambigiiedad. Tipicamente se requiere
que O,, el conjunto de observables basicas, sea un subespacio vectorial de O, el espacio
vectorial de todas las observables, que sea (1) cerrado bajo el paréntesis de Poisson y (i1) tal
que cualquier funcién regular sobre el espacio fase pueda obtenerse como (posiblemente el
limite de) la suma de productos de elementos en O,. Estos requerimientos, que tienen por
objeto que las observables en O, sean adecuadamente (e.g. sin el problema de ordenamiento)
promovidas a operadores que satisfagan las relaciones de conmutacién candnicas, no deter-
minan sin embargo de manera tnica al conjunto de observables bésicas. En general pueden
estipularse distintos conjuntos de observables que cumplan los requerimientos (i)-(i1) y por
lo tanto darse el caso de que elecciones distintas, Oy y Oy, den lugar a descripciones cudn-
ticas no equivalentes. Usualmente esta ambigiiedad busca superarse argumentando a favor
de una representacion particular para el sistema clasico “por su naturalidad y simplicidad”.
El segundo paso en el programa de cuantizacidn, la construccién del dlgebra ‘A, no tiene en
realidad ambigiiedad alguna. El dlgebra A se construye considerando el dlgebra A, asocia-
tiva y libre sobre los nimeros complejos generada por Oy, se equipa con una operacion de
involucién * que reproduce en el dlgebra resultante, A7, la conjugacién compleja y ante la
cual las observables bdsicas abstractas son invariantes. La estructura algebraica que el pa-
réntesis de Poisson proporciona en O, es llevada a una estructura algebraica en el espacio de
observables cudnticas a través de considerar un ideal-* de Aj, #p, con el que se impone la
condicién de cuantizacion de Dirac. El dlgebra A corresponde al dlgebra cociente A;/ . 7p.
Mis all4 de los pormenores matemaéticos que esta construccién supone? (y que usualmente se
resume con la frase “la promocidn de las observables cldsicas a operadores”), lo importante
a destacar es que no hay ambigiiedad en la construccion del dlgebra, producto de la cudl se
define un mapeo de correspondencia A : Oy — A que a cada f € O, le asigna uno y sélo
un operador abstracto f € A, y que para cualesquiera f, gy {f, g} en Oy, sus contrapartes en

Para una revisién sobre dlgebras libres y asociativas, ideales y dlgebras cociente, ver por ejemplo [2]. En
[3] puede consultarse la construccién de A.
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A f. gy {f}}, satisfacen las relaciones de conmutacién canénicas (RCC) [f, 8] = i{f?}.
La relacién f = f (f es una observable cldsica real, de modo que es igual a su compleja
conjugada f) se traduce en el dlgebra como f = f*. Por construccién, cualquier elemento
de A puede expresarse como la suma de productos de los operadores basicos. El tercer y
ultimo paso en el programa, que consiste en especificar un espacio de Hilbert H en el que
las observables cudnticas (abstractas) fundamentales sean representadas como operadores
auto-adjuntos® (f = f1), no estd libre de ambigiiedades: en general existen diferentes (i.e.,
no unitariamente equivalentes) representaciones en espacio de Hilbert para las RCC y, por
consiguiente, es necesario tener que enfrentar el problema de unicidad para determinar una
representacion predilecta.

Una vez estipulado Oy, “por naturalidad y simplicidad”, queda como hemos visto la am-
bigiiedad en la representacion. Esta es la ambigiiedad que nos interesa y que discutiremos
en estas notas. Para el caso de un sistema lineal cualquiera, pero de dimension finita (es
decir, con un nimero finito de grados de libertad) sabemos que su contraparte cudntica es
tratada como Unica y que es descrita en el marco de la teoria de mecdanica cudntica, en donde
la representacion que se emplea es la de Schrodinger (o alguna unitariamente equivalente
a ésta). Cabe preguntarnos, sin embargo, si existen o no representaciones para el sistema
que, si bien cumplan con los mismos requerimientos que la representacion de Schrodinger,
den como resultado versiones cudnticas no equivalentes al de mecdnica cudntica estdndar.
La respuesta es, afortunadamente, que no. La unicidad en la representacion para sistemas
lineales de dimension finita es garantizada por el célebre teorema de Stone-von Neumann.
En la siguiente seccidn se discutird con cierto detenimiento el caso de sistemas mecanicos
lineales y finitos, y se presentara el Teorema de Stone-von Neumann. Ahora bien, cuando el
sistema lineal es una teoria de campo (i.e., cuando se tiene un nimero infinito de grados de
libertad) la situacién es muy distinta, pues es un hecho que para tales sistemas existe una infi-
nidad de representaciones, no equivalentes, para las observables cudnticas como operadores
auto-adjuntos, no obstante que las representaciones cumplan los requerimientos andlogos a
los que la representacion de Schrodinger satisface en el caso finito. En teoria de campos no
aplica el teorema de Stone-von Neumann, y no existe un andlogo a éste que pueda fungir
como guia para eliminar la ambigiiedad en la representacién en espacio de Hilbert. Para li-
diar con la ambigiiedad en este tipo de sistemas, es necesario elaborar criterios fisicos extra
que al imponerse seleccionen una representacion predilecta. La estrategia mds socorrida es
requerir que las representaciones fisicamente viables, sean aquellas invariantes ante las si-
metrias espacio-temporales del sistema de campo en cuestion. Esta estrategia permite, por
ejemplo, seleccionar una representacion predilecta en el caso de teorias de campo en espa-
cio de Minkowski; en efecto, imponer invariancia ante el grupo de Poincaré selecciona una
cuantizacion predilecta en teoria de campos en fondos planos. Incluso para el caso de teorias
de campo en un fondo estacionario, donde la simetria es menor, todavia es posible selec-
cionar una representacion predilecta explotando la simetria de traslacion temporal [4, 5].
Sin embargo, en casos mds generales, las simetrias pueden simplemente no ser suficientes

3El operador abstracto f*, producto de la operacién de involucién  sobre f abstracto, es en la representa-
cién en espacio de Hilbert el operador adjunto £ de f.
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para seleccionar una cuantizacion y deben entonces concebirse nuevos criterios fisicos que,
aunados al de simetria, permitan eliminar la ambigiiedad en la representacion de las RCC.
Para ilustrar el problema de ambigiiedad en teorias de campo en fondos curvos, considera-
remos en la tercer seccion de estas notas el caso de un campo escalar real propagandose en
un espacio-tiempo curvo. Se exhibird, en particular, la estructura matemadtica que codifica la
ambigiiedad en la representacion de las RCC y se expondrd qué clase de criterio, ademds del
de imponer las simetrias, ha permitido selecionar una cuantizacion en situaciones en las que
el campo se propaga en fondos no estacionarios (e.g. espacio-tiempos cosmoldgicos).

2. Sistemas finitos: Teorema de Stone-von Neumann

En esta seccidn consideraremos un sistema de mecénica cldsica con n grados de libertad
y lineal. Primero revisaremos la teoria cldsica, para posteriormente discutir su cuantizacion.
Como es bien sabido (véase por ejemplo [6]), un estado del sistema estd completamente
caracterizado por los valores que tomen las variables de configuracién ¢’ y sus respectivos
momentos candénicamente conjugados p;, i = 1, ..., n. Puesto que bajo transformaciones ca-
nénicas la fisica del sistema no cambia, podrian considerarse para describir el sistema otras
coordenadas y momentos generalizados, (Q', P;), relacionados con (¢', p;) via una transfor-
macion candnica. Sin embargo, de todas las posibles elecciones de configuraciéon y momento
que pueden hacerse, supondremos que (¢', p;) es “la mas natural y simple” para el sistema*
[Por ejemplo, piénsese en el oscilador arménico simple, donde “lo mds natural y simple” es
considerar la posicién fuera del equilibrio, ¢, como la configuracién.] El espacio fase I', que
es el espacio de todos los posibles estados que el sistema pueda tomar, es en este caso isomor-
fo aR" x R" y est4 coordenado globalmente por (¢, ..., ¢"; p1, ..., pn)- Para ser m4s precisos,
el espacio fase es el haz cotangente del espacio de configuracién C (i.e., I = T*C ~ R*"),
es un espacio vectorial debido a la linealidad del sistema y estd equipado con la 2-forma
simpléctica’
Qup = (dpa(dq' s — (dq' )a(dp; ) - 2.1)

El conjunto de observables del sistema, O = {f : [ = R; f suave}, es un espacio vectorial
de dimension infinita y cuenta con una estructura algebraica, conocida como paréntesis de
Poisson (PP), definida por (el inverso de) la 2-forma simpléctica,

{f. 8} = QP(df)u(dg)y . (2.2)

Puesto que las variables candnicas ¢’ y p; son funciones suaves sobre I" (son las funciones
coordenadas) éstas son observables. El dlgebra bésica de Poisson, que se obtiene al aplicar
(2.2) a las observables de configuracién y momento, es

“En el caso de sistemas finitos no es critica la eleccion, pues genéricamente para estos sistemas las trans-
formaciones candnicas tienen una contraparte unitaria en la teorfa cudntica.

3 Aqui usamos la convencién de suma sobre indices repetidos; es decir, por A;B' debe entenderse la suma
i AB.

68



La dindmica estd regida por el Hamiltoniano H del sistema, y las posibles trayectorias dina-
micas corresponden a las curvas integrales del campo X% = Q% (dH), asociado a H. Puesto
que el sistema es lineal, las curvas integrales del campo Hamiltoniano (que cubren todo I)
no se intersectan. Notese que I estd en relacion uno a uno con S, el espacio de soluciones a
las ecuaciones de movimiento, y que también es un espacio vectorial. En efecto, cada estado
v € I' es condicidn inicial de una (y s6lo una) solucién s € S. Si ¢y denota un tiempo inicial,
la relacion entre soluciones y datos iniciales estd dada por un isomorfismo I, : S — I' que
asigna a la solucion §(¢) su dato inicial a ¢t = 1y, 1,,(5) = d, Di)ty = ¥1,- S1 se considera como
inicial otro tiempo, digamos un #; > t,, la identificacién entre S y I estard dada por un iso-
morfismo I;, que ahora asigna a la solucién 3(¢) su dato inicial a = 11, I,,(3) = (§', pi)y, = Vi,
Obsérvese que ¥, y ¥, estan relacionados por y;, = T, 1) ¥4, donde 7, ) = I, o I . El ma-
peo 1, 4, corresponde entonces a la evolucion temporal de los estados en I' entre f y #;; esto
es, T(,.) €S la transformacion candnica de evolucion de los estados en I' entre cualesquiera
nyhuth.

Gracias a la estructura vectorial de I', puede identificarse el espacio tangente en cualquier
punto y € I' con I' mismo, lo que permite definir entonces el mapeo bilineal antisimétrico

Q:TxT >R, 1,72) P Q) = QuYivs = (pi (@) — (piq1)’ (2.4)

conocido como estructura simpléctica. Claramente €2(4, - ), con A un estado fijo, es una fun-
cioén lineal sobre el espacio fase I'. Para 4 = (0,...,¢" = 1,0,...,0), la funcién Q(4, )
asigna al estado ¥y = (¢',...,q",p1»...,pn) € I el valor —p,,, de acuerdo a la ec. (2.4).
Andlogamente, si la etiqueta (i.e., estado fijo) es 4 = (0,...,p, = 1,0,...,0), entonces la
funcién Q(4, -) coincide con la funcién coordenada ¢”. Asi, tenemos que para una etique-
ta cualquiera, digamos A = (@', ...,a", Bi,...,B,), la funcién Q(4, -) es una combinacién
lineal de las funciones coordenadas ¢ y pi (i =1,...,n). No es dificil ver entonces que

{Q(ﬂ’ : )’ Q(V’ : )} = _Q(/J’ V) . (25)

Hemos mencionado antes que la relacion entre S y I' es uno a uno. Ello implica, en
particular, que la estructura simpléctica en I' define de manera natural una estructura sim-
pléctica Q" en §, segin Q'(sy, 52) = QI 51,1;,52); 1.e., Q' = I;;Q. Podriamos preguntarnos
si Q)" depende del tiempo inicial que se elige para la identificacion entre S y I', la respuesta
es que no, que Q' es independiente de ello. En efecto, como 7, €s un simplectomorfismo,
entonces Q1 s1, 11y 52) = Q(Tr) L1y S15 Tietg) 11y 52) = (181, I152), donde en la ultima igualdad
se uso el hecho de que 74, = I; o I,;l. Por lo tanto, Q" = I; Q = [[Q (i.e., Q' es indepen-
diente del tiempo que se empleé para la identificacion). En lo que sigue, y mientras no se
preste a confusion, se denotard a la estructura simpléctica en S también por Q. Al igual que
el espacio fase, el espacio (§, 2) es un espacio vectorial simpléctico.

El primer paso en la cuantizacion del sistema, como se mencioné en la seccidn inicial, es
elegir un conjunto de observables bésicas. En este caso el conjunto natural es el generado por
las observables lineales Q(4, -) y la funcién constante 1(y) = 1; i.e., Oy es el espacio vecto-
rial generado por {1, Q(4, -)}. Este espacio vectorial es, efectivamente, (i) cerrado bajo el PP
[cf. ec. (2.5)] y tal que (ii) las funciones regulares sobre I" pueden obtenerse como (posible-
mente el limite de) la suma de productos de elementos en Oy. Es a partir de este espacio de

69



observables clésicas fundamentales que se construye el dlgebra A de observables cudnticas
abstractas. Dada Q(4, ) € O, con A = (d', b;), se tiene el mapeo de correspondencia

Q) O, Y =b§ —d p;. (2.6)

Los operadores fundamentales, que no son otra cosa mas que combinaciones lineales de los
operadores de configuracién y momento abstractos, satisfacen las RCC

[QA, ), Q0, )] =—-ilQW,v). (2.7)

Puesto que en general no existen representaciones de las RCC por operadores acotados
[7, 8], debe lidiarse en las representaciones con el dominio de definicién de Q. Peor ain,
debe lidiarse con el dominio de definicién para elementos polinomiales en ‘A de operadores
fundamentales. Para evitar esta complicacion técnica se consideran entonces los operadores
W(A) = expli fl(/l, -)], que son operadores acotados (continuos respecto a A en la topologia
fuerte de operadores). Las RCC, asi como la invariancia de los operadores basicos Q(/l, )
ante *, son capturadas en las llamadas relaciones de Weyl,

WOW(v) = (3O W +v), (2.8)

W) = W(=Q). (2.9)

De estas relaciones, y usando que Q(/l, -) es el generador de W(A), se sigue que W()W* (1) =
W)W =1 [i.e., W) es el inverso de W(1)]. Esto significa que una representacion de
las RCC por operadores auto-adjuntos (A, - ), equivale a una representacién de las relacio-
nes de Weyl por operadores fuertemente continuos y unitarios W(A).

Usando (2.6) y la versién exponencial de Q(1, -) se tiene que, para las etiquetas de la
forma A = (0,...,0;0,...,0,b;,0,...0), W(1) = exp[ibjoqjo] =: U(bj,). Este operador se
puede escribir de manera més sencilla como U;(b) = exp[ibg’], con b € R. Anédlogamente,
para A = (0,...,0,-a”,0,...0;0,...,0) tendremos V;(a) = expliap’], con a € R. La
relacion (2.8) en términos de los operadores U(b) y V;(a) (donde j = 1,...,n) se traduce
en las siguientes relaciones

Vi@ U;(b) = " U (b)V(a), (2.10a)
[Xi(5), Xj(sH] =0, Xi(s+5) = Xi(9)Xi(s);  Xi=U, Vi, (2.10b)

en tanto que (2.9) es simplemente
Xi(s) = Xi(—s). (2.11)

El tercer y ultimo paso en programa de cuantizacion consiste en especificar una repre-
sentacion en espacio de Hilbert en la que los operadores U;(s) y V;(s) [equivalentemente,
los operadores W(A)] sean operadores unitarios, fuertemente continuos en s [fuertemente
continuos en A] y que satisfagan las relaciones de Weyl (2.10a,2.10b)-(2.11) [que satisfa-
gan las relaciones (2.8)-(2.9)]. La condicién de unitariedad y continuidad fuerte, junto con
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la segunda relacién en (2.10b), garantizan la existencia de generadores auto-adjuntos® pa-
ra U(s) y V,(s); esto es, U;(s) = exp(isq’) y V;(s) = exp(isp’), con §’ y p; operadores
auto-adjuntos en el Hilbert H de representacion. Las condiciones (2.11) evidentemente se
satisfacen, X;'(s) = Xi(—s) en H. El cumplimiento de las relaciones (2.10a) y las primeras
relaciones en (2.10b), son la version exponencial de las relaciones de conmutacion candnicas
para los generadores, [§', p;] = iié;, [9'.¢'1=0y [pi p;]1=0.

Es natural requerir que la representacion de las relaciones de Weyl sea, ademads, irredu-
cible. Esto es, que para cualquier ¥ € H, el espacio generado por todos los vectores de la
forma’” W(A)¥ (1 € R*") sea un subespacio denso de . Esta condicién extra es en efecto
natural, pues evita que H pueda descomponerse como la suma directa de representaciones
irreducibles que tendrian, entonces, que ser analizadas por separado.

Ahora bien, la cuestion es saber si requerir representaciones para las relaciones de Weyl
que sean unitarias, fuertemente continuas e irreducibles, elimina o no la ambigiiedad (i.e.,
da o no representaciones unitariamente equivalentes). La respuesta, venturosamente, es que
si. Este resultado de unicidad es justamente lo que enuncia el famoso teorema de Stone-von
Neumann (ver, por ejemplo, [7]):

Teorema (Stone-von Neumann): Sea (I',€) un espacio vectorial simpléctico de dimen-
si6n finita. Sean (H, U;(s), Vi(t)) y (H', U!(s), V(1)) dos representaciones unitarias, fuer-
temente continuas e irreducibles de las relaciones de Weyl (2.10a,2.10b)-(2.11). Entonces,
(H, U (s), V(1)) y (H', U (s), V(1)) son unitariamente equivalentes.

La representacion de Schrodinger en mecénica cudntica estindar, donde el espacio de Hil-
bertes H = L*(R",d"q) y en la que los operadores abstractos de configuracién §/ y momento
p; son representados multiplicativamente y por derivacién, ¢’V = ¢'¥V'y p; ¥ = —id¥/dq’,
¥ e L*(R", d"q), es una representacion unitaria, fuertemente continua e irreducible para las
relaciones de Weyl, con U;(s) = exp(isq’) y V i(s) = exp(isp’):

(USHY)(Gs....q") =" ¥(g',....q", (2.12a)
(Vi)P)@G',....d") =P ,....¢" +5,....q"). (2.12b)

Asi que, para sistemas lineales finitos, tenemos que la #inica representacion unitaria, fuerte-
mente continua e irreducible de las relaciones de Weyl es (médulo equivalencia unitaria) la
representacion de Schrodinger. La evolucion cldsica, dictada por el grupo de simplectomor-
fismos 7(, : [ — T, tiene como contraparte en H = L*(R",d"q) un grupo de operadores
unitarios Uy : H — H que rigen la dindmica cudntica.

Una hipétesis central en el teorema de Stone-von Neumann es la finitud del espacio
clasico de estados, (I', Q). Para sistemas con espacio fase de dimensién infinita (i.e., sistemas

®En efecto, como es bien sabido [9], si F(s) es un grupo uniparamétrico de operadores unitarios fuertemente
continuos en un espacio de Hilbert H, entonces existe un operador auto-adjunto A en H tal que F(s) =
exp(isA).

W) = exp(%"a-"bj) [Ti_; Vi@ U(by), para A = (=a',...,—a", by,...,b,) € R*".
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de campo), el teorema no aplica y deben entonces buscarse e imponerse (tantos) criterios
fisicos (como hagan falta) para seleccionar una representacion predilecta de las relaciones
de Weyl (equivalentemente, de las RCC). Antes de discutir el problema de la cuantizacion
en campos, cerraremos esta seccion exhibiendo la representacion de Fock (unitariamente
equivalente a la de Schrédinger) para el sistema:

Las observables tipo aniquilacion y creacion que las variables de configuracién y mo-
mento (o un reescalado de éstas) definen son

1 o _ 1
aj= —( +ip), = —

V2 V2

Usando (2.3), es facil ver que sus paréntesis de Poisson estdn dados por

(¢’ —ip;). (2.13)

laj,a;} = —-i6;;, {aj,a;}=0, {a,a;}=0. (2.14)

Ahora bien, como ¢’ = Lz(a ita)ypj= \%(Ez,—a ), entonces las observables abstractas
fundamentales [cf. ec. (2.6)] pueden expresarse como

QW, ) = iFa) - i¢a)); A=(a,B), 5=%Wﬁﬂﬁ- (2.15)
Los operadores abstractos a; y a; satisfacen las relaciones de conmutacion
la,a51 =16, lana;1=0, [af,a5]1=0. (2.16)

Sea ¥, el espacio de Hilbert en que a, y &, son representados como operadores de ani-

quilacién y creacion, a,, y 21:,1, respectivamente: El estado-m de “vacio”, 8") es el estado

aniquilado por a,, (i.e., &mwgﬂ) = 0), en tanto que los estados-m excitados corresponden a los
estados que se obtienen de la aplicacién sucesiva del operador de creacién a;, sobre 1&8") (i.e.,
el k-ésimo estado-m excitado estd dado por w,(;") = Nk(&m)kwg"), donde N, es una constante

de normailizacion). El espacio de Hilbert de la teoria cudntica es el espacio de Fock
F=F10 - -0F =LR"dq). (2.17)

Los operadores a; y &j satisfacen las relaciones de conmutacién (2.16). Las observables

abstractas Q(J, - ) son representadas entonces en 7 como operadores auto-adjuntos definidos
por (2.15) y obedecen las RCC (2.7).

Las representaciones de Schrodinger y de Fock, (L*(R",d"g), f)(/l, )y (F, f)(/l, ),
son simplemente dos realizaciones de la misma teoria cudntica.

3. Sistemas de campo

Para ilustrar el problema de la ambigiiedad en la representacion en teoria de campos en
fondos curvos, consideraremos el sistema de un campo escalar real y masivo, propagdndose
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en un espacio-tiempo 4 — D, (M, g,;), globalmente hiperbélico® con topologia M ~ R X X y
2 compacta.

3.1. Teoria clasica

Denotemos por C*(X) al conjunto de todas las funciones reales y suaves sobre . El es-
pacio fase del sistema es el espacio lineal simpléctico (I', ), donde I es el espacio vectorial
real ' = {(p,m); o, me C¥(X)} y Q: ' XT' — R es la estructura simpléctica

Q((so,ﬂ)l,(%ﬂ)z)=fd3y(msoz—ﬂz<p1). (3.1)
>

El conjunto Oy, como en el caso finito, corresponde al espacio vectorial generado por las
funciones lineales (4, -) y la funcién constante 1(1) = 1, pero ahora con 1 = (g, f) y
f, & € C¥(X) —de manera que (4, -) y 1 son en realidad funcionales—. Las observables de
configuracién y momento son las asociadas a las etiquetas 4 = (0, ) y 4 = (-g,0),

elf1=Q0,1),-), nlgl=Q2((=g0),-). (3.2)

El PP definido por la forma simpléctica (3.1) tiene exactamente la misma forma que (2.5),
de manera que, en particular, el PP entre las observables de configuracién y momento esta
dada por

lolf], mlgl} = Q((0, f), (g, 0)). (3.3)

Una foliacion del espacio-tiempo (M, g,;) por hipersuperficies de Cauchy X, parametrizadas
por una funcién de tiempo global 7 : M — R, define una familia uniparamétrica de encajes de
X como superficies de Cauchy en M; X — E(X) = X, C M. Seat = t; el tiempo de referencia
inicial (#, es cualquier valor fijo que elijamos en R) y sea S el espacio de soluciones suaves
a la ecuacién del campo escalar de Klein-Gordon, (g°V,V, — m?)¢ = 0. El espacio de
soluciones S es un espacio vectorial, y sus elementos tienen como datos iniciales a (¢, ) € I’
al tiempo de referencia inicial #p; S y I estan relacionados por la biyeccion I, : S — T,

Ss¢m Lp=(@mel, ¢=E¢, n=E,(ViLg). (3.4)

Aqui, h denota el determinante de la 3—métrica h,;, inducida en X, , mientras que L, es la
derivada de Lie a lo largo de la normal unitaria a la hipersuperficie inicial Z,,. Asociado con
cualquier otro encaje E; se tendrd también una biyeccién I, : § — I' como en (3.4) pero
a tiempo . Asi, tenemos que para una solucién cualquiera, ¢ = I (¢, 7), = It;l(go, i Y
por tanto el estado a tiempo t, (¢, ), € I', se relaciona con el estado inicial (¢, ), € I por
(% )1 = T(1.40) (0 W)y, dOnde 71y = Lol !'no es més que el mapeo (transformacién canénica)
de evolucion de los estados entre #, y ¢, en completa analogia con el caso finito expuesto

8La hiperbolicidad global significa, esencialmente, que el espacio-tiempo puede ser foliado por hipersuper-
ficies tridimensionales %, tipo-espacio que siguen el flujo dado por un campo vectorial #* tipo-tiempo y suave,
definido en toda la variedad pseudo-Riemanniana (M, g,;). Esto, en términos formales, significa que M admite
una hipersuperficie de Cauchy [7].
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en la seccion anterior. Para 1, fija, {7(,,} €s un grupo uniparamétrico de transformaciones
simplécticas. Al igual que en el caso finito, 2 define una estructura simpléctica en S (a la
cual también denotaremos por ) que es independiente de la biyeccion I, que se considere
en su definicién. Explicitamente, la estructura simpléctica en S estd dada por

Q(¢1,¢2) = f &x Vi (¢oLupy — ¢1Lath2) . (3.5)
%

0

La independencia de € en [, garantiza que la integracion en (3.5) es independiente de la
hipersuperficie de Cauchy que se elija para realizarla.

Alternativamente a (I', Q), espacio fase canonico, puede considerarse al espacio fase
covariante (S, Q) como el espacio fase de la teoria. La evolucién temporal en S estd dada por
el grupo uniparamétrico de simplectomorfismo 7', = I,;l O Ty © Ly = Itgl o I;. El conjunto
O, en la descripcion de espacio fase covariante corresponde al espacio vectorial generado
por {1, Q(¢, -)}. El PP definido por Q en S tiene, también, la misma forma que en el espacio
fase canénico I' [andlogo al caso finito, cf. ec. (2.5)]; es decir, {Q(¢, -), U, - )} = —Q(¢, @).

En resumen, para la teoria del campo de Klein-Gordon real ¢, puede adoptarse la des-
cripcion candnica, espacio fase (I', Q) constituido por las configuraciones y momentos del
campo (¢, ), o equivalentemente la descripcidn covariante, espacio fase (S, €2) constituido
por soluciones suaves ¢ a la ecuacion de Klein-Gordon con datos de Cauchy (¢, ) € I'. El
espacio fase puede denotarse genéricamente por (V, (), donde la formulacién en el espa-
cio fase candnico corresponderd a V = I' y Q dada por (3.1), mientras que la formulacién
en el espacio fase covariante corresponderd a V = § y Q dada por (3.5). El conjunto de
observables fundamentales O es el espacio vectorial generado por las funcionales lineales
Qw,-):V-oRylv)=1,VveV.

3.2. Estructura compleja

El espacio vectorial V puede equiparse con una estructura compleja. Es decir, con un
isomorfismo lineal J : V — V tal que J> = —I, donde I es el mapeo identidad en V. Como
veremos mds adelante, este elemento matematico es crucial pues permite definir un producto
interno en el espacio fase y constituye el ingrediente fundamental en la construccion sistema-
tica del espacio de Hilbert de la teoria cuantica. Nétese que existe una infinidad de mapeos
en V con las propiedades de estructura compleja; es decir, se puede especificar una infinidad
de estructuras complejas en V. Dada una estructura compleja J en V, ésta define los espacios
vectoriales complejos

Vi={T vt = %(v FiJv), ve V}. (3.6)
Es fécil verificar que el espacio vectorial complejo V; @ V;, coincide con el espacio que
se obtiene por complexificacién de V, Vo = V @ iV. Asi pues, la estructura compleja J
separa a V¢ como Ve = V7 @ V. Noétese que asociada a la estructura compleja J se tiene
la descomposicién v = v + v~ de v € V, con v* € V7. Si se considera una estructura
compleja diferente, digamos J’, se tendrd una separacion distinta para Ve, Ve = V;, @V}, y
una descomposicién diferente de v, v = v'* +1'~. La accién de J puede extenderse de V a V¢
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utilizando linealidad compleja, y es sencillo ver entonces que V* son espacios propios de J
con valores propios i,
Jvi=ivt, v =—iv. (3.7)

Los vectores propios de dos estructuras complejas diferentes, J y J’, estan relacionados por
VE =yt + %(J - J)v.

Del conjunto de todas las estructuras complejas que sobre V pueden darse, hay un sub-
conjunto (en general también infinito) de estructuras complejas compatibles con la estructura
simpléctica. Una estructura compleja J se dice que es compatible con €2 sii es un mapeo sim-
pléctico [i.e., Q(Jvy, Jvy) = Q(vi, v2), Yvi,v2 € V] y Q(Jv,v) > 0 para toda v € V distinta de
cero. Denotemos por J(V, Q2), al conjunto de todas las estructuras complejas en V compatibles
con Q. Sea J € J(V,Q), entonces el mapeo bilineal simétrico

Hp VXV SR, (,w) e uv,w) = QJv,w), (3.8)

define un producto interno en el espacio vectorial simpléctico (V, Q). Extendiendo la ac-
cion de J y Q al espacio vectorial complejo Ve, es sencillo mostrar que Q(v*,w*) = 0y
Q(v~,w") = 0, para toda v*, w* € V7. Adicionalmente, es posible verificar que

(o VEXVESC 0nwh) e 0wty = Q (v wt) (3.9)

cumple con las propiedades de un producto interno hermitico en V;. Sea H; el espacio de
Hilbert separable’ que se obtiene al completar V; en la norma asociada al producto (3.9).
Como veremos en el siguiente apartado, H; es el espacio a partir del cual se construye el
Hilbert de la teoria cudntica (asociada a la estructura compleja J).

3.3. Cuantizacion

El primer requerimiento en el programa de cuantizacion, seleccion de las observables
fundamentales, ya lo tenemos: Oy es el espacio vectorial generado por {1,Q(v, -); v € V},
donde v = ¢ € S si se considera el espacio fase covariante, o bien v = (¢, ) € I si el espacio
fase es el candnico. El segundo paso en el programa es determinar el dlgebra A a partir
de Oy. Como resultado de la construccién (ver por ejemplo [3]) se obtiene, sin ambigiiedad
alguna, un mapeo de correspondencia que asigna a cada observable fundamental (v, -) un
operador abstracto A[(v, )] = Q(v, -) en el dlgebra. Los operadores abstractos satisfacen
las RCC andlogas a (2.7),

[Q, ), Q0 )] = =i lQW,V). (3.10)

El dltimo paso en el programa consiste en especificar un espacio de Hilbert en el cual las
observables basicas abstractas, f!(v, -), sean representadas como operadores auto-adjuntos
que satisfagan las RCC (3.10).

A continuacién veremos la cuantizacion del sistema en cada una de las formulaciones de
espacio fase, covariante (V = §) y canénica (V =T).

°La separabilidad de H; se sigue del hecho de que X es compacta.
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Representacion a la Fock.

Consideremos el caso en que el punto de partida es la descripcion covariante V = §
del sistema. En este caso, como se ha mencionado ya, O, es el espacio vectorial generado
por {1,Q(¢, -); ¢ € S}. Dada una estructura compleja J compatible con €, podemos des-
componer a ¢ como ¢ = ¢* + ¢~, donde ¢* € S7 son funciones propias de J con valores
propios +i, S estd dada como en (3.6), y entonces Q(¢, -) = Q(d*, -) + Q(¢", -). Esta
Giltima expresion se obtiene usando la linealidad de Q en la primera entrada y que ¢~ = $*.
En términos de observables tipo creacidn y aniquilacion asociadas a la estructura compleja
J,a;(¢") = QUeT, -) y ay(dt) = Q(J$*, ), un célculo sencillo muestra que (¢, -) estd
dada por

Q¢, -) = ia) (@) —ia,(¢"). (3.11)
Podemos considerar entonces al conjunto de observables fundamentales (equivalente a Oy)
como el generado por {1, a,(),a,(€); x,& € S;}. Es un ejercicio sencillo verificar que el PP
entre las variables tipo aniquilacion y creacion estd dado por

{a,00),a,()} = =iy, &)y, (3.12)

con el resto de los paréntesis —i.e., {a;(Y), a;(&)} y {a,(x), a,(£)}— siendo nulos.

Como resultado de la construccion del algebra A, a partir de {1,a,;(¥),a,(€); x,.& €
S7}, se obtienen los operadores abstractos a,(y) y a;(§) que obedecen las relaciones de
conmutacion

0,00, 8,1 =1, &), [a,(0,8,@1=0,  [a;00,@)]. (3.13)

La contraparte cudntica de las observables (3.11) son los operadores abstractos
Q. ) = ia,(§") - ia)(¢"). (3.14)

que satisfacen las RCC (3.10), conv = ¢,v' = ¢’ € §. Laec. (3.14) es el andlogo en la teoria
del campo escalar a la ec. (2.15) para el sistema mecdnico lineal y finito de la Sec. 2.

Ahora bien, para especificar una representacion de las RCC en espacio de Hilbert, en que
los operadores abstractos Q(¢, -) sean operadores auto-adjuntos, emplearemos la estructura
de espacio de Hilbert construida via J € J(S, Q), establecida justo al final del anterior aparta-
do. Esto es, consideramos el espacio de Hilbert /; que se obtiene al completar S} respecto
a la norma definida por el producto interno hermitico (-, - ); = Q (J_ , ) [cf. ec. (3.9)]. Este
espacio de Hilbert, conocido como el espacio de Hilbert de una particula, es a través del
cual se especifica el espacio de Hilbert de la teoria cudntica. De manera concreta, el espacio
de Hilbert de la teoria cudntica es el espacio de Fock simétrico construido a partir de H:

Fr =5, (0, H)) . (3.15)

Los operadores abstractos a;(y) y a;(£), que como vimos estdn sujetos a las relaciones de
conmutacion (3.13), son de manera natural representados en ¥, como operadores de aniqui-
lacién y creacion, a;(v) y &j(g), respectivamente. Las observables fundamentales abstractas

76



Q(¢, -) son por consiguiente representadas en ¥, como operadores auto-adjuntos, defini-
dos por la ec. (3.14), y obedecen las RCC (3.10). Salvo el operador Q(O, -), el resto de
observables Q(¢, -) son operadores no acotados, por lo que para evitar las dificultades que
conlleva el dominio de definicidn, es conveniente considerar entonces a los operadores de
Weyl, W(¢) = exp[ifl(qb, -)]. En tal caso, la representacién en ¥, que se acaba de especifi-
car, corresponde a la de los generadores de W(¢) y equivale a una representacion unitaria,
fuertemente continua e irreducible de las relaciones de Weyl [cf. ecs. (2.8)-(2.9)].

Representacion a la Schrodinger.

Si se parte del espacio fase candnico I', en lugar del covariante S, las observables funda-
mentales O son las generadas por combinaciones lineales de la funcional constante 1(g, f) =
1 y las observables de configuracién y momento, ¢[ f] = Q((0, f), - ) y n[g] = Q((-g,0), ),
donde (g, f) € I'. El espacio fase I" es equipado con el producto interno u( -, -) = Q(j-, -)
[cf. ec. (3.8)], donde j € J(I', Q) tiene la forma general j(¢, 1) = (A¢ + B, Cnt + Dy), con A,
B, C y D operadores lineales que satisfacen las siguientes relaciones

A’+BD=-1, C*+DB=-1, AB+BC=0, DA+CD=0, (3.16)
que provienen de la condicién j2 = -1,y
ffo ffo ngg —ngg, fng——fng, (3.17a)
z
ffo<O, ngg>0, (3.17b)
z z

que se siguen del requerimiento de compatibilidad de j con Q.

La construccion del dlgebra (A define los operadores fundamentales abstractos de con-
figuracién y momento, @[ f] y 7[g], que satisfacen las RCC [, ] = iQ((0, f), (g, 0))i [que
son las RCC (3.10) con v = (0, f) y v/ = (—g,0)]. La representacion natural de las RCC en
espacio de Hilbert es una representacion a la Schrodinger; es decir, una representacion en
la que ¢[f]y #[g] sean representados en el Hilbert H; = L*(C, diy), de funcionales de onda
sobre un espacio de configuracién cudntico C, por multiplicacién y diferenciacién. La medi-
da dn es Gaussiana y es determinada por la estructura compleja j. En general, la medida no
contiene toda la informacién sobre la estructura compleja, parte de la informacién de j esta
codificada también en términos multiplicativos en 7[g], que se suman al término de derivada.
En concreto, la medida y los operadores de configuraciéon y momento estan dados por [10]

dn = exp (fgoB‘lcp) Dy, (3.18)
z
)
QLY = ol f1Y, 7IglY = —if(g§ + (B + iCB_l)g)‘F (3.19)
z

No es dificil ver que los operadores de configuracién y momento (3.19) en H; son, efec-
tivamente, auto-adjuntos y satisfacen las RCC. Si consideramos los operadores de Weyl
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Wig, f) = exp[ifl((g, f), )], donde Q((g, f), ) = ¢lf] — n[g], para evitar tener que lidiar
con los dominios de definicidn, la representacion (3.19) corresponde a la representacion de
los generadores de U(f) = exp(i@[f]) y V(g) = exp(in[g]), y equivale a una representa-
cién unitaria, fuertemente continua e irreducible de las relaciones de Weyl en su version
configuracion-momento [cf. ecs. (2.10a,2.10b)-(2.11)].

Las estructuras complejas en I' y S estan relacionadas isomorficamente; esto ocurre,
evidentemente, también para las estructuras complejas compatibles con la estructura sim-
pléctica. En efecto, dada una estructura compleja j € J(I', Q), la estructura compleja corres-
pondiente en S es J = [, 1jI,,, donde I,, es la biyeccién entre S y I' a un tiempo de referencia
inicial ¢y. Las representaciones (¥, a,(), &j(‘f)) y (H;, ¢Lf], 7lg]), con J = It‘oljl,o, son dos
realizaciones para la misma representacion de las relaciones de Weyl; es decir, la represen-
tacion a la Fock y la representacion a la Schrodinger son unitariamente equivalentes: existe
un mapeo unitario U : ¥, — H;, con U|0) = ¥y, donde |0) representa el estado de vacio en
F;y Yo € H; es la funcional constante uno'.

3.4. Ambigiiedad en la representacion

Las representaciones en espacio de Hilbert para el sistema de campo estdn parametri-
zadas por las estructuras complejas J € J(S, Q), en el caso covariante, y j € J(I', Q), en el
caso canodnico. Esto es, la representacion no es unica, hay tantas representaciones posibles
como estructuras complejas compatibles con Q. En virtud de la equivalencia unitaria entre
representaciones de Fock y de Schrodinger, mencionada al final del anterior apartado, basta
entonces discutir el problema de la no unicidad en cualquiera de las dos representaciones.
Aqui discutiremos la no unicidad en la representacion de Fock; el andlisis es completamente
andlogo en la de Schrodinger, precisamente por la relacion unitaria entre (7, a,(¥), &;(f)) y
(H;, 0111, 7lgD). con J = I ji,,.

Como hemos visto, R; = (¥, a,(), &;(5)) es la representacion en el espacio de Fock
asociada a una estructura compleja J compatible con Q. Con esta especificacion conclu-
ye el programa de cuantizacidn; sin embargo, es importante notar que €ste no estd libre de
ambigiiedad. En efecto, cualquier otra estructura compleja en J(S, Q2), digamos J’, provee-
rd una representacion en espacio de Fock, Ry = (F,,a,(v), &j, (£)), igualmente vélida en
términos del programa. Esto es, tenemos un conjunto infinito de posibles representaciones
Ry = {R; = (F;,a J(/?),&}'(f)); J € J(S,Q)}, y el problema de la ambigiiedad radica en
el hecho de que en este conjunto hay una infinidad de representaciones no unitariamente
equivalentes, 1o que implica que se tiene una infinidad de teorias cudnticas para el sistema
que son fisicamente incompatibles. Para terminar el proceso de cuantizacién es entonces
necesario elegir una teoria cudntica; es decir, imponer criterios fisicos extra!! que permitan
seleccionar una (médulo equivalencia) estructura compleja predilecta y, por consiguiente,

10Para un estudio detallado sobre la relacién entre las representaciones de Fock y Schrodinger, véanse [10]
y [11].

El o los criterios llevan el calificativo de “extra” en el sentido de que no forman parte del programa de cuan-
tizacion, sino que son condiciones extra que eventualmente deben imponerse para eliminar las ambigiiedades
inherentes y, con ello, concluir el proceso de cuantizacion especificando una teorfa cuéntica.
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una representacion (moédulo equivalencia unitaria).

Precisemos de manera mas formal el problema de la ambigiiedad en la representacion en
espacio de Hilbert:

Dos representaciones, R; y R, asociadas a J,J’ € J(S,Q), son unitariamente equiva-
lentes, es decir existe un mapeo unitario U, : ¥, — Fp, sii (J — J’) es un operador
Hilbert-Schmidt!? (HS) en el espacio de Hilbert separable H; (equivalentemente HS en ).
Entonces, si (J — J’) € HS las representaciones R; y R, son fisicamente equivalentes, en
caso contrario [i.e., si (J —J") ¢ HS] no lo son. Sea [/] la clase de equivalencia de J formada
por todas las estructuras complejas en J(S, Q) cuya representacion asociada es unitariamente
equivalente a Ry; esto es, J' € [J] (i.e., J' ~ J) si (J — J') € HS. Obviamente si J' € [J],
entonces J € [J'] y es claro que [J] = [J’]. Ahora bien, aunque ciertamente [J] compren-
de una infinidad de estructuras complejas, resulta que [J] es un subconjunto propio de Rs.
De hecho, el conjunto R# estd conformado por una infinidad de clases de equivalencia de
estructuras complejas compatibles con Q. Por construccion, todas las estructuras complejas
son igualmente vdlidas y tenemos entonces el serio problema de contar con una infinidad
de posibles teorias cudnticas que no son equivalentes entre si. Para superar el problema de
unicidad deben establecerse criterios fisicos (tantos como hagan falta) que al imponerse se-
leccionen, entre la infinidad de posibilidades, una estructura compleja predilecta (una clase)
y por tanto una teoria cuantica (médulo equivalencia unitaria).

Criterios para eliminar la ambigiiedad en la representacion

Para una mejor comprension de los criterios que se presentardn, es conveniente discutir
primero qué significa la implementacion unitaria de transformaciones simplécticas.

Dada una transformacién simpléctica L : § — §, ésta induce en el espacio de observa-
bles fundamentales el mapeo'® Q(¢, -) — Q(L™'¢, -) que, a su vez, induce el automorfismo
ar - f)((ﬁ, -) = Q(L‘ld), -) en el algebra abstracta de observables A. Ademds, dada una
J € 1(S,Q), el simplectomorfismo L induce la estructura compleja J;, = LJ L™ € J(S, Q).
El automorfismo «; es unitariamente implementable en R; si existe una transformacion uni-
taria U : F; — F, tal que U_IQ(gb, U =ayp - Q((/), -) para todos los operadores «; - Q(gb, )
y Q(¢, ) en F;. Es posible mostrar que existe U unitaria sii (J/ — J;) € HS en H,. Por
consiguiente, tenemos que una transformacion simpléctica L : § — S es unitariamente im-
plementable en F (i.e., es representada por un operador unitario) sii (J — J;) € HS en H;.
Como caso particular estd la invariancia: si J y L conmutan, entonces J es invariante ante L,
(J—Jp) es trivialmente HS, a; = a,, y aj = &L, lo que implica que el vacio |0), es invariante
ante la transformacién unitaria inducida por L.

Si una transformacién simpléctica L no cumple con la condiciéon HS, (J — J;) ¢ HS, sig-
nifica entonces que ésta no es representada cudnticamente por un operador unitario en 7.
En contraste con el caso finito, donde genéricamente cualquier transformacion simpléctica

12Sea H un espacio de Hilbert separable y {1/,,} una base ortonormal. Para cualquier operador positivo B (i.e.,
B lineal, acotado y tal que (By, ) > 0, para todo ¢ € H), la traza de B se define como tr B = (¢, BYy).
Un operador B es llamado Hilbert-Schmidt sii tr (B B) < oo [9].

13La observable Q(¢, - ) asigna al estado transformado ¢ > Lé el valor Q(¢, Lg). La observable transforma-
da, inducida por L, es aquella que asigna el valor Q(¢, L) al estado original ¢.
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es unitariamente implementable, en teoria de campos hay en general (ademads de las unitaria-
mente implementables) una infinidad de transformaciones simplécticas sin una contraparte
unitaria en la teoria cudntica. Es importante sefialar que la no implementabilidad de una
transformacion simpléctica L en ¥, no implica que en cualquier otro ¥, serd también no
implementable; esto es, que (J—J;) ¢ HSen H;,conJ, = LJ L' no excluye la posibilidad
de que exista una J’ (o una infinidad de estructuras complejas) tal que (J'—J;) € HS en H,,
conJ, =LJ L.

Criterio de simetria:

El criterio mds socorrido y natural es el de imponer las simetrias espacio-temporales en
la representacién; es decir, que de todas las estructuras complejas compatibles con €, se
seleccionen sélo aquellas cuya accién en el espacio fase conmute con la accidon (inducida
en el espacio fase) del grupo de simetrias. Este criterio es fisicamente plausible y fija por
completo, para el caso plano, a la estructura compleja; es decir, cuando el campo se propaga
en el espacio-tiempo de Minkowski, existe sélo una estructura compleja J, invariante ante el
grupo de Poincaré. El problema de unicidad es, pues, resuelto: la teoria cudntica corresponde
aRy, = (F,.a5,00), &;p (£)), que es (modulo equivalencia unitaria) Unica.

Sin embargo, para sistemas con menos simetrias el criterio es generalmente insuficiente
y su aplicacion, si bien reduce el conjunto de estructuras complejas posibles, no basta para
seleccionar una estructura compleja predilecta (médulo equivalencia). En tales casos, deben
formularse e imponerse mads criterios con significado fisico para solucionar el problema de
unicidad. Un criterio que ha tenido mucho éxito para resolver el problema de la ambigiiedad
en la cuantizacion, en diversos sistemas en los que el criterio de simetria es insuficiente, es
el criterio de implementacion unitaria de la dindmica.

Criterio de implementacion unitaria de la dindmica:

Supongamos que el campo escalar se propaga en un fondo no estacionario, p.ej. un fondo
cosmolégico de Friedmann-Robertson-Walker (FRW), y que se emplea el criterio de sime-
tria, reduciendo entonces el conjunto de estructuras complejas fisicamente viables a aque-
llas que son invariantes (y 2-compatibles). Genéricamente, la restriccion serd insuficiente y
se tendrd una infinidad de representaciones, no unitariamente equivalentes, invariantes an-
te las simetrias espaciales. Ahora bien, aunque las estructuras complejas invariantes ante
las simetrias espaciales no son invariantes ante el grupo de transformaciones simplécticas
Ty =1, "o I, que dictan la dindmica cldsica (pues el fondo es no estacionario) es razonable
imponer que, de entre todas las estructuras complejas invariantes, se admitan sé6lo a aquellas
para las que 7', pueda implementarse unitariamente. El sustento fisico para imponer el cri-
terio de implementacion unitaria de la dindmica, i.e. requerir una implementacién unitaria
de la evolucidn, es que la ausencia de una evolucion unitaria conlleva la pérdida de conser-
vacion en la corriente de probabilidad, que es una nocién fundamental para la consistencia
de la teoria cudntica en espacio de Hilbert. La implementacion unitaria de la dinamica es,
sin embargo, sutil: en general no es directa su realizacién y debe primero reformularse el
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sistema, para después imponer la implementacion unitaria de la dindmica. La ruta para lle-
var a cabo el criterio de implementacion unitaria de la dindmica, junto con el de simetria,
consiste en reformular el sistema, redistribuyendo la dependencia temporal entre campo y
espacio-tiempo —tipicamente mediante un reescalamiento del campo que dependa explicita-
mente del tiempo—, e imponer en el sistema resultante —campo reescalado y fondo efectivo—
(a) invariancia ante las simetrias y (b) que la evolucion 7, sea unitariamente implemen-
table —genéricamente no existen estructuras complejas que conmuten con 7,,,)—. Esto es,
hallar (si es que existe) una estructura compleja Jj tal que (a) Jy conmute con las simetrias y
(b) (Jo — Jr) € HS en H,, con J = T (149 Jo ‘7’(;}0), paratodat (i.e., J5- € [Jo)]).

La aplicacion del criterio de implementacion unitaria de la dindmica, en conjunto con
el de simetria, ha tenido gran éxito para eliminar la ambigiiedad en la representacion de
diversos sistemas, proveyendo una cuantizacion predilecta (médulo equivalencia unitaria),
completa y consistente. El criterio ha sido empleado con resultados favorables en la cuantiza-
cién de modelos cosmoldgicos de Gowdy, en la cuantizacién de un campo de Klein-Gordon
sujeto a un potencial dependiente del tiempo cualquiera (pero cuadrético) en un fondo espa-
cialmente compacto (X cualquier variedad Riemanniana compacta) de dimensién menor o
igual a tres, asi como para resolver el problema de unicidad en la cuantizacién de un campo
escalar propagdndose en un fondo de de Sitter, en espacio-tiempos cosmolégicos de FRW y
en un fondo anisotrépico de Bianchi I (para todos estos casos ver [3] y las referencias ahi
citadas). También a permitido determinar una cuantizacion privilegiada para el caso de un
campo escalar en el interior de un agujero negro [12, 13]. De igual manera, el criterio ha sido
empleado con gran éxito para eliminar la ambigiiedad en la representacion de las RAC (Re-
laciones de Anticonmutacién Candnicas) para campos de Dirac (ver [14] y las referencias
ahi contenidas). El estudio del criterio de implementacién unitaria de la dindmica, y en ge-
neral el estudio de la unicidad en la cuantizacién, es una linea de investigacion vigente y de
interés en areas como Teoria Cudntica de Campos en Fondos Curvos, Cosmologia Cudntica
y Gravedad Cuantica.
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ABSTRACT: Estas memorias son el resultado de la charla: “Atomos artificiales para infor-
macion cudntica” presentada en la XXXI escuela de verano en Fisica de la UNAM en 2024.
Se presenta una breve introduccién al campo de los circuitos cudnticos superconductores.
En particular, a los fundamentos y conceptos bésicos de uno de los qubits mas populares
actualmente, el transmon.
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1. Introduccién

Es comun entre los fisicos asociar a la mecédnica cldsica con sistemas macroscopicos y a la
mecéanica cuantica con sistemas microscépicos. Alrededor de 1980 algunos fisicos se pre-
guntaban si era posible observar efectos cuanticos, como el efecto tinel y la cuantizacién de
niveles de energia a una escala macroscépica. La respuesta la encontraron en la supercon-
ductividad, un fenémeno cuantico que se manifiesta en cantidades macroscopicas medibles
como la corriente eléctrica, la cual puede fluir sin disipacion en ciertos materiales por de-
bajo de cierta temperatura critica. El primer sistema que se exploré experimentalmente
consistia de una unién de Josephson, formada por una barrera muy delgada de material
aislante en medio de dos superconductores. El primer efecto cudntico observado fue el tu-
nelamiento del grado de libertad de fase e inmediatamente después encontraron que la
energia asociada al mismo grado de libertad estaba cuantizada. En este punto surgié cierto
interés en caracterizar y controlar sistemas mas simples que consistian solo de dos estados.
A finales de los 90’s se propuso la implementacién de qubits superconductores en estos
sistemas, lo que conllevé al primer experimento con un qubit superconductor, reportado
en 1999 [1]. De manera paralela a los avances experimentales con las uniones de Josephson,
en la comunidad de fisica atémica y Optica cuantica se estaban desarrollando otras arqui-
tecturas para el estudio de interacciones coherentes entre dtomos individuales y radiacion
atrapada en cavidades. Estas ideas también permearon en la comunidad del estado sélido
y a principios de los 2000 se empezaron los esfuerzos por explorar la misma fisica que en
cavidades, pero ahora con circuitos y uniones de Josephson, acoplando qubits supercon-
ductores a fotones de microondas en cavidades tridimensionales. Esto abrié todo un mundo
de posibilidades, no solo para explorar la interaccion radiacién-materia en regimenes des-
conocidos, sino también para explotar estos sistemas para el procesamiento de informacién
cuantica en general. Es entonces asi como surge el campo de la electrodinamica cudntica
de circuitos superconductores, la cual combina herramientas tedricas y experimentales de
la fisica atomica, la éptica cudntica y la fisica de sistemas mesoscépicos superconductores,
con la ventaja adicional de tener un impacto tecnolégico prometedor. Hoy en dia, los qubits
basados en esta arquitectura son pioneros en la computacién cudntica. Grandes compaitiias
tecnoldgicas como Google e IBM han escogido esta plataforma para lograr alcanzar el sueno
de la supremacia cuantica, segiin la cual una computadora cuantica logra realizar una tarea
que seria imposible lograr para la computacién que empleamos en la actualidad.

Estas notas son sélo una breve y superficial introduccién a los circuitos cudnticos super-
conductores y los modelos fundamentales para llegar a la obtencién del transmon qubit
y sus operaciones unitarias basicas. Este es quiza el qubit mas popular realizado hasta
la fecha y en el que se basan la mayoria de las propuestas modernas para computacion
cuantica. Casi todo el material presentado en estas notas esta basado principalmente en
los excelentes reviews de A. Blais [2] y S. E. Rasmussen [3]. Recomendamos también a los
y las lectoras revisar el libro de J. J. Garcia-Ripoll [4], para una discusién mas detallada
de los temas y detalles técnicos importantes. Es importante destacar que la informacién
en espanol sobre estos temas es escasa, por lo que nos complace aportar, a través de estas

84



Figura 1. Diagrama eléctrico de un circuito LC

memorias, a reducir esta brecha de conocimiento.

2. Descripcién cuantica de un oscilador LC

En la literatura de circuitos eléctricos, es comun usar una descripcién simplificada de los
componentes de dicho circuito para facilitar su tratamiento matematico. En esta descrip-
cién, se asume que el tamafio de los elementos principales de dicho circuito eléctrico es
pequeno en comparacién con la longitud de onda asociada. En esta descripcién, un circuito
LC' se puede representar mediante el diagrama de la figura 1.
Un oscilador LC es anédlogo a un oscilador mecénico, caracterizado por su inductancia L y
su capacitancia C, o de manera equivalente, por su frecuencia w = y/1/LC o su impedancia
Z =/L/C. La energia total de un circuito LC' estd dada por:
2 2

Hio = ;2—0 + CTWQI)?, (2.1)
donde @ es la carga eléctrica almacenada en el capacitor y ® es el flujo magnético a
través del inductor. La carga se puede obtener de la corriente del circuito a través de
Q(t) = fg dt'I(t"). Asimismo, la ley de induccién de Faraday nos permite relacionar el flu-
jo con el voltaje: ®(t) = fot dt'V(t'). El Hamiltoniano (2.1) es idéntico al de un oscilador
arménico mecdnico con coordenada ®, momento conjugado ) y masa C. Ahora uno se
puede plantear las siguientes preguntas:

1. ;Es posible cuantizar el circuito LC de la misma forma que lo hacemos con un oscila-
dor mecéanico? Por supuesto que si. Desde un punto de vista puramente matematico
no hay nada que nos impida cuantizar un oscilador eléctrico de la misma forma que
lo hacemos con uno mecédnico. Para cuantizar el circuito lo que hacemos es promover
las variables clasicas ® y @ a operadores ® y Q, las cuales satisfacen la relacion de
conmutacién candnica:

(@, Q] = ih. (2.2)

En analogia con el oscilador mecénico introducimos los operadores de destruccién a
y creacién a' de la siguiente forma:

é:ﬁ(meﬁ), O=i %(a*-a). (2.3)
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El Hamiltoniano cldsico (2.1) puede ahora cuantizarse en términos de los anteriores
operadores como,

Hre = hw (a*a +1 /2) . (2.4)

Los eigenestados del circuito cudntico LC' satisfacen la relacién afa |n) = n|n), sien-
don = 0,1,2,... el nimero de excitaciones cuantizadas. En éste caso la accién del
operador a'(a) es crear (destruir) una excitacién cuantizada asociada a los grados de
libertad de flujo y carga del oscilador LC'.
2. jPuede un circuito LC, siendo este un sistema macroscopico, manifestar efectos
cuanticos observables?
Sorprendentemente, la respuesta a esta segunda pregunta es afirmativa si las siguientes dos
condiciones se satisfacen:
1. El circuito LC' debe estar suficientemente aislado de perturbaciones externas, de tal
forma que el ancho de sus niveles de energia sea bastante menor que su separacién.
2. La separacion de energia entre niveles consecutivos de energia debe ser mayor que la
energia térmica: iw > kpT.
La primera condicién implica que el factor de calidad del oscilador, definido como Q = w/k,
es un numero grande, donde k es el ancho de niveles de energia del oscilador y se puede
relacionar con la tasa de pérdida de los fotones. Disminuir estas pérdidas es entonces funda-
mental para alcanzar altos factores de calidad. Una solucién a este problema lo proveen los
materiales superconductores, los cuales disminuyen de manera dramatica el efecto de las
perdidas, alcanzando factores de calidad del orden de Q ~ 103 — 108. La segunda condicién
es un poco mas complicada de satisfacer desde el punto de vista técnico. Afortunadamente,
la tecnologia de los refrigeradores de dilucién puede ser aprovechada para enfriar dichos
circuitos por debajo de los 50 mK. Tipicamente, los materiales superconductores que se
emplean tienen temperaturas criticas en el rango de 1 — 10 K, lo cual asegura su estado
superconductor en los refrigeradores de dilucién.
Dado que se puede cumplir con los requerimientos anteriores, un circuito LC' con frecuen-
cia de resonancia en el rango de las microondas puede, en principio, alcanzar el régimen
cuantico. Es decir, sus niveles de energia estaran cuantizados y separados por una cantidad
igual a Aiw. Una vez en el régimen cuantico, puede alcanzar su estado base esperando el
tiempo suficiente para que cualquier excitacién decaiga al estado |0).

3. Atomos artificiales con circuitos superconductores

De nuestra discusién anterior podemos concluir que cualquier sistema cuantico que se com-
porte como un oscilador se puede simular usando un circuito LC superconductor operando
a bajas temperaturas. Surge entonces la pregunta natural de si podriamos ir mas lejos y
simular sistemas mas alld del oscilador armoénico. Por ejemplo, sistemas anarmoénicos. De
nuevo, la respuesta es afirmativa. Es posible simular sistemas anarmonicos (con niveles de
energia no equidistantes entre si) usando circuitos superconductores. Sin embargo, nuestra
discusion en esta seccién se centrara en el uso de circuitos LC no lineales para la imple-
mentacion de quantum bits o qubits. En informacién y computaciéon cuantica los qubits

86



|||—<

Figura 2. Diagrama eléctrico de un circuito LC no lineal, caracterizado por su energia de Josephson
E;.

son las unidades bésicas de informacién y por lo tanto son la base de toda la légica basada
en las leyes de la mecéanica cuantica. Veremos que un qubit, que no es mas que un sistema
cuantico de dos estados, se puede codificar en los estados mas bajos de un circuito LC no
lineal. La razon fundamental por la que necesitamos introducir efectos no lineales es que si
consideramos los estados base y primer estado excitado de un circuito LC' como los niveles
de un qubit, al estar el segundo estado excitado a la misma distancia energética que del
base al primero, se hara dificil distinguir transiciones entre el base y el primero y el primero
y el segundo. Por esta razén, un oscilador linear no se puede emplear para codificar qubits.
Para introducir efectos no lineales en nuestro circuito LC', aprovechamos otro fenémeno de
la superconductividad llamado efecto Josephson. Este efecto nos permite introducir una
unioén o juntura de dos cables superconductores separados por un aislante. En 1962 Brian
Josephson demostrd que incluso en presencia de esta capa delgada de aislante se produce
una corriente superconductora entre los dos superconductores separados. La expresion para
dicha corriente se puede expresar en términos del flujo magnético a través de la siguiente
relacién:

I =1I.sin (271'(1)) , (3.1)

P9
donde I. es la corriente critica de Josephson, por encima de la cual se pierde el efecto
coherente de tunelamiento de pares de Cooper y &y = h/2e es el cuanto de flujo magnético.
Note que en este caso la corriente I(®) es una funcién no lineal del flujo, lo cual contrasta
con la relacién I = ®/L que tenfamos en el oscilador lineal. Este hecho nos permite definir

una inductancia efectiva dependiente del flujo:

oI\t @ 1
Li(®) = <a<1>> " 27l cos(2m® /D)

El hecho de que la inductancia anterior dependa de forma no lineal con el flujo, clasifica las

(3.2)

uniones o junturas de Josephson como inductores no lineales. Ahora podemos reemplazar
al inductor lineal en la descripcién del circuito LC' estandar, por una unién de Josephson.
El correspondiente diagrama del circuito se muestra en la figura 2. Para apreciar cual es
el efecto de introducir la unién de Josephson sobre los niveles de energia del oscilador LC,
podemos calcular la forma de la energia potencial debido a ésta. Basta con recordar que la
energia se puede obtener a través de la integral en el tiempo de la potencia, la cual es el
producto de la corriente en la Ec. (3.1) por el voltaje. Esto es,

P\ do P
E= IV =1 in(2r— | — = —F 2m— .
/dt )V (t) c / dt sin ( 0> i 7 cos < @0) , (3.3)
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Figura 3. Izquierda) Potencial arménico del circuito LC'. Derecha) Potencial cosenoidal (anarméni-
co) cuando se introduce la unién de Josephson.

1—

Figura 4. circuito LC no lineal acoplado a una fuente de voltaje externa V.

donde E; = ®¢l./27, es la llamada energia de Josephson. El nuevo potencial, dado por la
energia del inductor no lineal es ahora un potencial con forma de coseno y no parabdlico
como en el caso del LC lineal. Este tipo de potenciales rompe con la equidistancia de
los niveles de energia, ya que su frecuencia depende de ésta. De alli el origen del termino
potencial anarménico. Esto se ilustra en la figura 3.

Ahora podemos escribir el Hamiltoniano cuantizado total de un oscilador LC' no lineal
como:

Hp, = (Q;CQQ)Q — Ejcos (%5) . (3.4)
P 0

Al escribir el Hamiltoniano anterior, hemos acoplado nuestro circuito a una fuente de
voltaje externa, la cual podemos controlar a nuestro antojo, a este voltaje externo lo deno-
tamos Vj, como se puede apreciar en la figura 4. Cs, = C;+C es la capacitancia equivalente
del circuito y Q4 la carga correspondiente a la fuente de voltaje externo. Resulta mas con-
veniente reescribir el Hamiltoniano anterior en términos del operador de ntimero de carga
n= Q /2e que cuenta el nimero de pares de Cooper. De esta manera tenemos que,

R o
HLJ = 4EC(fL - ng)2 — EJ COS (277'@) y (35)
0

donde hemos definido la energia de carga Ec = €%/2Cs. El Hamiltoniano (3.5) depende
esencialmente de dos parametros, la energia de carga E¢ y la energia de Josephson Fj;. Si
queremos analizar el efecto de variar estos parametros en el espectro del sistema, debemos
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expresar el Hamiltoniano anterior en una base conveniente. Por comodidad, podemos elegir
la base nimero de carga {|n)}. El primer término se expresa de manera muy ficil, ya que
los estados de nimero de carga son eigenestados del operador 7. Para el segundo término
debemos conocer como se expresa el operador ® en la base de carga. Esto se puede ver
mas directamente pensando en el caso mecanico de los operadores o y Q, los cuales son
analogos a las variables candnicas de posicién momento. Sabemos que estas dltimas estan
relacionadas mediante una transformada de Fourier, por lo tanto podemos esperar que la

base de ntimero de carga y la de flujo se encuentren relacionadas mediante una relacién

b

similar. Veamos como actia el operador €*® con (I> = 21d /®o sobre un estado de la base

de nimero de carga:

= 1 I .
ezq) ‘TL> — 2/(1@,62@ ‘¢l> <¢/
i

Vemos entonces que el operador anterior actiia como un operador escalera en la base de

_ 1 1 i® (n+1) | &\ _
n> %/d@ ’q>>_ n+1). (3.6

numero de carga. Escribiendo el operador cos (q)) = (e i +e “I’) /2, podemos escribir el

Hamiltoniano (3.5) de la siguiente forma:

1, = 4B 3 0=y m) ol = 2L S (et Dbl 4 ) n k1), (37)

n

Note que el término de tunelamiento de los pares de Cooper es ahora mucho mas claro de
interpretar, ya que el operador |n + 1) (n| representa la transferencia coherente de un par
de Cooper de un lado de la unién hacia el otro. Hemos llegado al punto donde podemos
diagonalizar el Hamiltoniano del circuito no lineal y encontrar sus eigenenergias. De la Ec.
(3.7) es claro que la matriz que representa a este Hamiltoniano es una matriz tridiagonal,
la cual se puede diagonalizar numéricamente usando alguna subrutina en algin lenguaje
de programacion de preferencia. En la figura 5 mostramos las tres primeras eigenenergias
del Hamiltoniano (3.7) como funcién del nimero de carga externo n, e incrementando el
cociente Ej/Ec. Cuando Ej/E¢ es pequeno, los niveles de energia son altamente sensibles
a las variaciones de carga. A media que este se incrementa dichos niveles se “aplanan” y
ya no varfan con ny. El limite E;/Ec > 1 se le conoce como el régimen del transmon. En
este punto, tenemos un sistema que es robusto ante fluctuaciones de carga pero que sigue
manteniendo su no linealidad, ya que los niveles de energia siguen siendo no equidistantes.
Debido a que la carga y el flujo son variables candnicas conjugadas, estas deben satisfacer
el principio de incertidumbre de Heisenberg. En el régimen de transmon (E;/Ec > 1)
la varianza de la carga es grande (la carga se encuentra deslocalizada) y por lo tanto la
varianza del flujo debe ser pequena (flujo localizado). En este caso podemos aproximar el
Hamiltoniano (3.5) manteniendo la primera correccién no lineal del coseno,

Ejz

: o1, (3.8)

~ E2
Hy, ~4Ech® + 7J<1>2

Vemos que los dos primeros términos dan lugar al espectro lineal del oscilador arménico
y el tercero da cuenta de la primera contribucién anarmonica en el régimen de transmon.

89



0 EJ/EC =1 9 E_]/EC =10 9 E,]/EC =50
8 5 8 11 < 11
& &0 &0
0 e e
Ll Ll L
0 . 01 : 01 :
-2 0 2 -2 0 2 -2 0 2

ng ng ng

Figura 5. Eigenenergias del Hamiltoniano (3.7) como funcién del numero carga externo ng. De

izquierda a derecha incrementamos el cociente E;/FE¢.

Si introducimos ahora operadores de creacion y destrucciéon como lo hicimos en el caso

_ 2B\
= <E|J> (a+a ),

PR (E")M (af —a), (3.9)

armonico, tenemos que,

183

2 \2E¢
con lo cual llegamos a una expresion aproximada y bastante conveniente para describir un
circuito LC no lineal en el régimen de transmon:
. E
Hy, = hoata — 7(’&* alaa, (3.10)
donde ho = /8EcE; — E¢.

Hasta aqui hemos logrado nuestro objetivo de introducir efectos no lineales de tal forma
que al manipular nuestro sistema con una fuente externa no tengamos fuga o probabilidad
de excitar otros estados mas energéticos, los hemos puesto fuera de resonancia. Para ha-
blar ahora del transmon qubit tenemos que restringir nuestro estudio a describir los dos
primeros niveles de energia del Hamiltoniano. Al hacer esto, podemos directamente reem-
plazar los operadores bosénicos ' y @ por operadores escalera 67 y 6~ en el espacio de
dos dimensiones, lo cual conlleva a escribir (excepto por una constante aditiva),

Hp, = @&z, (3.11)

con el operador de Pauli 6% = |0) (0] — |1) (1].

4. Computacion cuantica con circuitos superconductores

Una de las razones fundamentales para emplear circuitos cuanticos superconductores es su
potencial para la implementacién del computo cudntico. De alli que las grandes compainiias
de tecnologia que lideran la carrera por la computacién cuantica le apuesten a esta ar-
quitectura para basar su tecnologia. En esta seccién veremos los principios béasicos detras
de la implementacién de las compuertas cudnticas bésicas que se aplican sobre uno y dos

transmon qubits.
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Figura 6. Transmon qubit acoplado a una fuente de voltaje externa V (t).

4.1. Compuertas de un qubit

Una de las ventajas de los circuitos superconductores es la implementacién de alta fidelidad
de operaciones légicas sobre los qubits. Las compuertas u operaciones de un qubit son
simplemente rotaciones arbitrarias sobre la esfera de Bloch de un qubit. Para lograr estas
rotaciones se aplican pulsos de microondas sobre los circuitos, como se ilustra en el diagrama
de la figura 6 a través de una fuente de voltaje externa dependiente del tiempo V(). el
Hamiltoniano de dicho circuito, restringido a los dos niveles mas bajos se puede escribir en
la siguiente forma:

H, = hw,6% + hQV (1)6Y, (4.1)

donde wqy y €2 son la frecuencia del qubit y la frecuencia de Rabi, respectivamente. Natu-

ralmente estas frecuencias dependen enteramente de los pardametros eléctricos del circuito.
el Hamiltoniano anterior se puede transformar a un marco de referencia que rota con la
frecuencia w, del qubit, lo cual resulta en

ﬁéotado = hQV (t) [cos(wgt)d? — sin(wqt)"] . (4.2)

Si el voltaje se escoge como V(t) = Vp(t)sin(wextt + ¢) y se eliminan los términos que
oscilan con una frecuencia muy alta, podemos escribir el Hamiltoniano del transmon qubit
con excitacion externa como:

f{;otado _ _gQ‘/O(t) e—i(&t—d))a.-‘r + h.C.] , (4.3)
donde hemos definido 0 = w; — wext como la desintonia entre la frecuencia del qubit y la
fuente externa. Podemos ver que si aplicamos un pulso exactamente a la frecuencia del
qubit podremos generar rotaciones del vector de estado alrededor de la esfera de Bloch. Si
¢ = 0 el Hamiltoniano resultante es proporcional a 6% y genera rotaciones al rededor del
eje x en la esfera de Bloch, y si ¢ = 7/2 de la misma forma se pueden generar rotaciones
alrededor del eje y. No hemos mencionado nada acerca de la forma del pulso externo, Vj(t),
pero también se puede jugar con éste para realizar una implementacién mas eficiente de
las rotaciones. Ahora sélo nos queda encontrar la manera de generar rotaciones alrededor
del eje z. Una de las formas de generar estas rotaciones es a partir de pulsos no resonantes.
Estos pulsos introducen un corrimiento Stark de manera temporal, el cual causa un cambio
de fase. Resulta que este cambio de fase corresponde exactamente a una rotacion alrededor
del eje z.
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Figura 7. Dos transmon qubits acoplados capacitivamente a través de Cl,.

4.2. Compuertas de dos qubits

Para generar operaciones unitarias sobre dos transmon qubits debemos conocer el Hamil-
toniano mads bésico que describe la interaccién de dos qubits superconductores. La manera
més sencilla de acoplar dichos circuitos es a través de un acoplamiento capacitivo (por
medio de un capacitor), como se ilustra en la figura 7. El Hamiltoniano que describe dicha
interaccion esta dado por,

Hay, = hg(alay +h.c.), (4.4)

donde g = C;/2C5/(1(2, con (12 = \/4E(;1’2/(EL1’2 + Ej, ,/2). El Hamiltoniano anterior,
una vez nos restringimos a los dos primeros niveles, da lugar al operador de evolucién:

A~

U = exp [—igt(6{ 65 +h.c.)]. (4.5)

Si nos fijamos al tiempo gt = 7/2, la dindmica intrinseca de los circuitos acoplados genera
una operacién unitaria idéntica a la de una compuerta :SWAP:

10 00
N 01 —0
U(gt =7/2) =iSWAP = 4.6
(gt =m/2) =i co (16)
00 01

Esta compuerta intercambia los estados de los qubits y multiplica las fases de los estados
|01) y |10) por el factor i. Pero, jPor qué es importante poder generar esta compuerta? Una
de las compuertas mas importantes en informaciéon y computacién cuantica es la compuerta
CNOT, la cual es una operacién que genera entrelazamiento cuantico. Resulta que dicha
compuerta CNOT se puede generar a través de la composicién de compuertas iSWAP y
rotaciones de un qubit. El circuito cudntico (aqui la palabra circuito se emplea en el sentido
de computacién cudntica, como una secuencia de operaciones unitarias) que lo ilustra se
muestra en la figura 8. Una vez que sabemos como implementar una compuerta CNOT,
en principio, tenemos todas las herramientas para realizar computacién cudntica usando
qubits superconductores. Esto es debido al siguiente resultado de universalidad: “cualquier
compuerta que actie sobre maiiltiples qubits se puede descomponer como el producto de com-
puertas CNOT y rotaciones de un solo qubit”. Por lo tanto, hemos descrito los ingredientes
bésicos para la computaciéon cuantica usando transmon qubits.
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= iISWAP iISWAP
—— ] Rm(%) | Rz(%) | ] Rz(%) —

Figura 8. Equivalencia entre la compuerta CNOT y rotaciones de un solo qubit + iISWAP. Las
operaciones R, ,(#) indican rotaciones al rededor de o z por un dngulo 6.

5. Conclusiones

Estas notas han introducido los fundamentos de los circuitos cuanticos superconductores
y su papel en la computacion cudntica. Discutimos la cuantizacién del circuito LC, la
implementacién del transmon como qubit y la realizacién de compuertas cuanticas bésicas.
Gracias a su alta fidelidad y escalabilidad, los transmon qubits son elementos clave en el
desarrollo de procesadores cuanticos modernos.
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Abstract

La espectroscopia desde el infrarrojo medio hasta los rayos X es una herramienta
clave en ciencia de materiales, biomedicina y ciencias ambientales. Permite la carac-
terizacién molecular avanzada para el diseno de materiales funcionales, diagnésticos
médicos precisos y estrategias sostenibles frente a la contaminacién y el cambio
climatico.

Su futuro promete avances integrados con inteligencia artificial, miniaturizacién
y fuentes avanzadas de radiacién, abriendo nuevas fronteras en investigacién inter-
disciplinaria. Invitamos a estudiantes a explorar estas areas en el Laboratorio de
Fotodinamica Molecular, liderado por el Dr. Antonio M. Juédrez, en el Instituto de
Ciencias Fisicas, UNAM.

1 Introducciéon

La espectroscopia ha sido una herramienta fundamental en el entendimiento de la ma-
teria y sus interacciones. Desde sus inicios en el siglo XIX con los experimentos de
Fraunhofer, hasta las modernas técnicas basadas en laseres de alta precision y fuentes de
radiacién sincrotron, este campo ha evolucionado significativamente y ha contribuido al
desarrollo de un rango amplio de ramas de la ciencia. Concretamente, la region espectral
que abarca desde el infrarrojo medio (MIR) hasta los rayos X cubre un amplio rango
de aplicaciones cientificas e industriales, desde el andlisis quimico hasta la investigacion
de materiales y biologia estructural. El desarrollo de la espectroscopia en el infrarrojo
medio comenzé en el siglo XX con el avance de detectores sensibles, tipicamente opera-
dos a temperaturas criogénicas, asi como por el desarrollo de fuentes infrarrojas estables.
Estos avances permitieron estudiar los niveles vibracionales de las moléculas y asi carac-
terizar compuestos quimicos. Por otro lado, la espectroscopia de rayos X tuvo sus raices
en el descubrimiento de esta radiaciéon por Wilhelm Rontgen en 1895 y su posterior apli-
cacion al andlisis cristalografico por Laue y los Bragg. El desarrollo de fuentes de luz
sincrotréon en la segunda mitad del siglo XX revolucioné el campo al proporcionar inten-
sidades mucho mayores y anchos de banda ajustables. Actualmente, la espectroscopia
en el infrarrojo medio se beneficia de tecnologias como los laseres de cascada cuéntica
(QCLs), que permiten mediciones altamente sensibles y especificas en tiempo real. Este
tipo de laseres, que se basan en el uso de heteroestructuras y el confinamiento cuantico
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de electrones son empleadas en campos como la deteccion de gases traza y la caracteri-
zacion de biomoléculas. En el rango de los rayos X, las modernas fuentes de sincrotrén y
laseres de electrones libres (XFELs) han transformado la espectroscopia, permitiendo el
estudio de dindamicas ultrarrapidas y estados electrénicos en materiales avanzados. Las
técnicas como la espectroscopia de absorcién de rayos X (XAS) y la espectroscopia de
emisién de rayos X (XES) han sido esenciales para investigar propiedades estructurales
y electrénicas en catalizadores, baterias y sistemas bioldgicos. El futuro de la espectro-
scopia en el infrarrojo medio estd impulsado por avances en integracion tecnolégica, como
sensores basados en nanofotonica y el uso de inteligencia artificial para el analisis de datos.
En el rango de rayos X, las nuevas generaciones de fuentes sincrotrén y XFELs prome-
ten intensidades ain mayores, resoluciones temporales en el régimen de attosegundos y
acceso a dinamicas electronicas ultrarrapidas. Ademas, el desarrollo de técnicas hibridas
que combinen espectroscopia y microscopia ofrece la posibilidad de explorar materiales y
procesos en entornos operativos reales. Para concluir esta introduccion se puede concluir
que la espectroscopia desde el infrarrojo medio hasta los rayos X sigue siendo un area de
investigacion muy activa, con implicaciones fundamentales y aplicadas en multiples disci-
plinas. Los avances tecnoldgicos asociados con la espectroscopia contintian ampliando los
limites del conocimiento, ofreciendo herramientas més potentes para abordar los desafios
cientificos y tecnoldgicos del futuro.

2 Fundamentos Tedricos

A continuacién les comparto, de manera muy suscinta y compacta, algunos de los con-
ceptos y ecuaciones més importantes asociadas con la espectroscopia. Los conceptos no
son todos, pero espero que les proporcionen una base para consultar textos especializados
sobre el tema.

2.1 Fundamentos Teoéricos de la Espectroscopia

La espectroscopia es una herramienta fundamental para estudiar la interaccion entre
la radiacion electromagnética y la materia, revelando informacién sobre la estructura
electrénica, vibracional y rotacional de moléculas y sélidos. Sus fundamentos tedricos
combinan principios de 6ptica, mecdnica cudntica y termodinamica estadistica. A con-
tinuacion, se describen los conceptos més relevantes.

2.1.1 Ley de Beer-Lambert

La Ley de Beer-Lambert establece que la absorbancia A de una solucién es directamente
proporcional a la concentracion ¢ de la especie absorbente, al coeficiente de absorcion
molar €, y a la longitud del camino 6ptico [ de la radiacion:

A =log, (%) = edl, (1)

donde Iy es la intensidad inicial de la radiacion incidente y I es la intensidad de la
radiacién transmitida. Esta ecuacion es fundamental en espectroscopia de absorcion, ya
que permite cuantificar la concentracién de una especie a partir de la intensidad medida.
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2.1.2 Fuerzas de Oscilador

Las fuerzas de oscilador describen la probabilidad de transicién entre dos estados cuanticos,
usualmente en el contexto de absorcion o emisién de radiacién. La fuerza de oscilador f
se relaciona con la intensidad espectral I(v) y con las propiedades del sistema:

3e2h

donde m, es la masa del electron, e es su carga, v es la frecuencia de la transicion,
I es la constante reducida de Planck, y pf; es el momento dipolar de transicién entre
los estados inicial |i) y final |f). Este pardmetro es crucial en espectroscopia atémica y
molecular, ya que proporciona una medida de la intensidad relativa de lineas espectrales.

f:mw/|wwww7 2)

2.1.3 Reglas de Seleccién

Las reglas de seleccion gobiernan qué transiciones son permitidas en un sistema cuantico
bajo ciertas aproximaciones. Por ejemplo, en espectroscopia vibracional, las transiciones
permitidas dependen del cambio en el momento dipolar del sistema:

A0, 3)

lo que significa que debe haber un cambio en el momento dipolar para que una tran-
sicion sea activa en espectroscopia de infrarrojo. En espectroscopia electrénica, las reglas
se derivan del momento angular total:

Al=+1, AS=0, (4)
donde Al es el cambio en el momento angular orbital, y AS es el cambio en el espin
electrénico.
Regla de Oro de Fermi

La Regla de Oro de Fermi describe la tasa de transicién W;_, s entre un estado inicial |i)
y un estado final |f) debido a una perturbacién H’. Se expresa como:

Wiesy = 201 0) Po( ), 8

donde p(Ey) es la densidad de estados en el nivel energético final, y (f|H'|i) es el ele-
mento de matriz de la perturbacion. Esta férmula es especialmente relevante en procesos
de absorcién y emision espontanea, asi como en la interaccién de particulas con campos
electromagnéticos.

2.1.4 Otras Ecuaciones Relevantes

En espectroscopia vibracional y rotacional, las energias de transicién estan determinadas
por las diferencias entre niveles discretos. Por ejemplo, en un oscilador arménico cuantico:

B, = (n + %) hw, (6)
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donde n es el nimero cuantico vibracional, h es la constante de Planck, y v es la
frecuencia de vibracién. Para sistemas rotacionales, las energias dependen del momento
de inercia [:
B2
E;=—JJ+1), (7)
21
donde J es el nimero cuantico rotacional. Estas ecuaciones permiten interpretar los
espectros vibracionales y rotacionales.
En conjunto, estos fundamentos tedricos proporcionan un marco robusto para com-
prender la interaccién luz-materia, permitiendo extraer informacion detallada sobre las
propiedades fisicas y quimicas de sistemas de interés.

3 Aplicaciones

3.1 Aplicaciones de la espectroscopia desde el infrarrojo medio
hasta los rayos X en ciencia de materiales

La espectroscopia que abarca desde el infrarrojo medio (MIR) hasta los rayos X ha
desempenado un papel crucial en el desarrollo de la ciencia de materiales. Esta técnica
permite investigar la estructura, composicién, y propiedades electronicas de los materiales
con alta precision y resolucién. A continuacién, se presenta una visiéon general de su
evolucién, aplicaciones actuales y proyecciones futuras.

3.1.1 Desarrollo histérico

Desde su desarrollo inicial, la espectroscopia infrarroja y de rayos X ha sido fundamental
para entender la estructura molecular y cristalina de materiales. En las décadas de 1950
y 1960, la espectroscopia infrarroja permitié caracterizar enlaces quimicos en polimeros y
compuestos organicos, mientras que los rayos X revolucionaron el estudio de estructuras
cristalinas mediante técnicas como la difraccién. En las dltimas décadas del siglo XX, los
avances en fuentes de radiacién, como los laseres de cascada cuantica y los sincrotrones,
permitieron alcanzar niveles sin precedentes de sensibilidad y resolucion.

3.1.2 Estado actual

Hoy en dia, las técnicas espectroscopicas en el rango MIR y de rayos X se utilizan am-
pliamente en ciencia de materiales para:

e Caracterizacion quimica: La espectroscopia infrarroja es clave para identificar
grupos funcionales y enlaces quimicos, mientras que la espectroscopia de rayos X
permite analizar la composicion elemental mediante técnicas como la fluorescencia

de rayos X (XRF).

e Estudio de estructuras electrénicas: La espectroscopia de absorcion de rayos
X (XAS) y la espectroscopia de fotoelectrones de rayos X (XPS) proporcionan
informacion detallada sobre estados de oxidacion y configuracion electrénica.

e Analisis de defectos y dopantes: En materiales semiconductores y compuestos
avanzados, estas técnicas ayudan a identificar la presencia de defectos cristalinos y
dopantes.
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e Estudios dinamicos: La combinacién de espectroscopia MIR y de rayos X con
técnicas de ultrarrapidas permite investigar procesos dindmicos como reacciones
quimicas y cambios de fase en tiempo real.

Ademas, el desarrollo de fuentes compactas y portatiles de radiaciéon ha ampliado su
accesibilidad, permitiendo aplicaciones en industrias como la microelectrénica y la energia
renovable.

3.1.3 Perspectivas futuras

El futuro de estas técnicas espectroscépicas apunta a una integraciéon mas profunda con
herramientas computacionales y metodologias avanzadas, como:

e Machine learning: La inteligencia artificial se utilizard para interpretar de manera
mas eficiente los datos espectroscépicos complejos, facilitando la identificacién de
patrones y correlaciones en materiales multicomponentes.

e Microscopia espectroscopica: La combinacion de microscopia y espectroscopia
permitira obtener mapas espectrales en 3D con resolucién atémica.

e Nuevas fuentes de radiacion: El desarrollo de fuentes laser de alta potencia y
sincrotrones de cuarta generacién ampliara las capacidades de resolucién temporal
y espacial, permitiendo el estudio de fenémenos ultrarrapidos y nanomateriales
complejos.

e Sostenibilidad: Estas técnicas jugaran un papel esencial en el diseno de materiales
sostenibles, como catalizadores para la captura de carbono y baterias de estado
solido de alta eficiencia.

3.2 Aplicaciones de la espectroscopia desde el infrarrojo medio
hasta los rayos X en biomedicina, biologia, imagenologia y
proteémica

La espectroscopia en el rango del infrarrojo medio (MIR) hasta los rayos X ha trans-
formado la forma en que comprendemos y analizamos sistemas bioldgicos y biomédicos.
Su capacidad para proporcionar informacion molecular y estructural de manera no in-
vasiva la convierte en una herramienta esencial en biomedicina, biologia, imagenologia y
protedmica. A continuacién, se detalla su impacto en estas areas.

3.2.1 Biomedicina: Diagndstico y terapias avanzadas

En biomedicina, la espectroscopia infrarroja se utiliza para identificar biomarcadores
asociados con enfermedades como el cancer, la diabetes y trastornos neurodegenerativos.
La técnica de espectroscopia infrarroja por transformada de Fourier (FTIR) permite
analizar composiciones moleculares en tejidos y fluidos biolégicos, diferenciando estados
normales y patologicos con alta precisién. Por otro lado, la espectroscopia de rayos X se
aplica en la caracterizacién de tejidos duros, como huesos y dientes, y en el analisis de
implantes biomédicos para evaluar su compatibilidad y durabilidad.
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Ademsds, técnicas como la espectroscopia de dispersion de rayos X (XRD) han sido
clave en la investigacién de cristales de farmacos, mejorando su estabilidad y biodisponi-
bilidad. En la terapia, la espectroscopia de absorcién de rayos X (XAS) ayuda a moni-
torear la distribucién de metales traza esenciales y toxicos, contribuyendo al desarrollo
de tratamientos personalizados.

3.2.2 Biologia: Estructura y dindmica molecular

En biologia, estas técnicas proporcionan una ventana tinica para observar interacciones
moleculares a nivel atémico. La espectroscopia de rayos X, empleada junto con cristales
macromoleculares, ha sido fundamental para determinar estructuras tridimensionales de
proteinas y dcidos nucleicos. Herramientas como la fluorescencia de rayos X (XRF)
permiten mapear la distribucion de elementos en células, revelando funciones esenciales
de metales en procesos metabdlicos y enzimaticos.

Por otro lado, la espectroscopia MIR es utilizada para estudiar dinamicas moleculares
como los cambios conformacionales de biomoléculas en su entorno nativo. En particular,
ha permitido avances en la investigacion de proteinas desordenadas intrinsecamente, cuya
comprension es clave para enfermedades como el Alzheimer y el Parkinson.

3.2.3 Imagenologia: Diagndstico no invasivo y visualizacién avanzada

La integracién de la espectroscopia con técnicas de imagenologia ha mejorado significa-
tivamente las capacidades de diagndstico no invasivo. En el caso de los rayos X, la
tomografia computarizada (CT) espectral permite diferenciar tejidos con base en su com-
posicién quimica, mientras que la tomografia de rayos X de alta resoluciéon (HRCT)
proporciona imagenes detalladas de microestructuras éseas y vasculares.

Por su parte, la microscopia infrarroja ha evolucionado hacia aplicaciones in vivo,
permitiendo la visualizacién de procesos metabdlicos y cambios quimicos en tiempo real.
Esta técnica es particularmente 1til en el monitoreo de terapias, como la respuesta a
tratamientos oncoldgicos.

3.2.4 Proteémica: Analisis estructural y funcional de proteinas

En protedmica, las técnicas espectroscopicas son esenciales para desentranar estructuras
y dinamicas de proteinas y complejos macromoleculares. La espectroscopia de absorcion
de rayos X (XAS) se utiliza para caracterizar sitios activos en proteinas metaloproteicas,
proporcionando informacion sobre estados de oxidacién y geometrias de coordinacién.

Ademas, la espectroscopia MIR combinada con métodos como la dicroismo circular
infrarrojo (IRCD) permite estudiar plegamientos y desnaturalizaciones proteicas. Esto
ha facilitado la comprensién de mecanismos moleculares en enfermedades relacionadas
con el mal plegamiento de proteinas.

3.2.5 Perspectivas futuras

El desarrollo de fuentes avanzadas de radiacién, como los sincrotrones de cuarta gen-
eracién y laseres de electrones libres (FEL), promete mejorar la resolucién espacial y
temporal de estas técnicas. En el futuro, se espera que la integracién de inteligencia
artificial (IA) permita la interpretacién automatizada de datos complejos, acelerando
descubrimientos en biomedicina y biologia.
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Asimismo, la miniaturizacion de equipos espectroscopicos podria llevar estas técnicas
a entornos clinicos, facilitando diagnésticos rapidos y personalizados. En protedmica, el
uso combinado de espectroscopia ultrarrapida y simulaciones computacionales ofrecera
una comprension mas detallada de procesos bioldgicos dinamicos, inlcuynedo medicina
personalizada.

3.3 Aplicaciones de la espectroscopia desde el infrarrojo medio
hasta los rayos X en ciencias ambientales

La espectroscopia que abarca el rango del infrarrojo medio (MIR) hasta los rayos X
ha demostrado ser una herramienta critica en las ciencias ambientales, proporcionando
informacion fundamental sobre la composicion quimica, procesos dinamicos y transfor-
maciones a nivel molecular en sistemas ambientales. Estas técnicas permiten abordar
problemas complejos relacionados con la calidad del aire, agua, suelo, y la sostenibilidad
de los recursos naturales. A continuacion, se presenta una discusion técnica sobre sus
principales aplicaciones.

3.3.1 DMonitoreo de contaminantes atmosféricos

La espectroscopia en el rango MIR se utiliza ampliamente para monitorear gases de efecto
invernadero (GEI) como diéxido de carbono (COs), metano (CHy) y éxidos de nitrégeno
(NO,) en la atmésfera. Los laseres de cascada cudntica han permitido medir concentra-
ciones de trazas con alta precisién en tiempo real, siendo una herramienta esencial para
estaciones de monitoreo ambiental y estudios de modelado climatico.

En el extremo de los rayos X, la espectroscopia de absorcién de rayos X (XAS) se
emplea para caracterizar particulas suspendidas en el aire, como aerosoles y particulas
finas (PMgys v PMyg), proporcionando informacién sobre su composicién elemental y
origen. Esto es clave para entender los impactos de fuentes antropogénicas como la
quema de combustibles fésiles y las actividades industriales.

3.3.2 Evaluacién de la calidad del agua

La espectroscopia infrarroja y de rayos X ha sido fundamental en la caracterizacion de
contaminantes en agua dulce y salada. En el caso del infrarrojo medio, las técnicas de
espectroscopia FTIR permiten identificar contaminantes organicos como hidrocarburos
aromaticos policiclicos (HAPs) y microplésticos. Estas técnicas se combinan con andlisis
espectroscopicos en tiempo real para monitorear derrames de petrédleo y residuos indus-
triales.

Por otro lado, la fluorescencia de rayos X (XRF') es una técnica eficaz para detectar y
cuantificar metales pesados como mercurio (Hg), arsénico (As) y plomo (Pb) en agua. Las
configuraciones portatiles de XRF han revolucionado las mediciones en campo, permi-
tiendo un anélisis rapido y fiable sin la necesidad de transporte de muestras a laboratorios.

3.3.3 Estudio de suelos y sedimentos

La caracterizacion de suelos y sedimentos es otra area donde la espectroscopia MIR y de
rayos X tiene un impacto significativo. En suelos, la espectroscopia infrarroja se utiliza
para analizar compuestos organicos y estructuras minerales, proporcionando informacion
clave sobre la fertilidad y la capacidad de secuestro de carbono.
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La espectroscopia de dispersién de rayos X (XRD) se emplea para estudiar la minera-
logia de los sedimentos, identificando fases cristalinas asociadas con procesos de erosion,
sedimentacion y contaminaciéon. Ademads, técnicas como la espectroscopia de absorcién
de rayos X (XAS) permiten evaluar la especiacién de metales pesados en suelos contam-
inados, lo que es fundamental para disenar estrategias de remediacién.

3.3.4 Impacto en ecosistemas y biogeoquimica

En ecosistemas acudticos y terrestres, estas técnicas espectroscépicas ayudan a evaluar
las interacciones entre compuestos organicos e inorganicos, lo que es esencial para en-
tender ciclos biogeoquimicos como el carbono, nitrégeno y fésforo. Por ejemplo, el uso
de espectroscopia infrarroja ha permitido estudiar las dinamicas de la materia organica
disuelta (MOD) en rios y océanos, revelando su papel en la quimica del carbono global.

La espectroscopia de rayos X también es util para analizar la bioacumulacion de
elementos traza en organismos vivos. Estudios recientes han utilizado técnicas de im-
agenologia por fluorescencia de rayos X (XRF mapping) para mapear la distribucién de
elementos téxicos en tejidos bioldgicos, como peces expuestos a ambientes contaminados.

3.3.5 Perspectivas futuras

El futuro de la espectroscopia en ciencias ambientales esta estrechamente vinculado al
desarrollo de tecnologias mas accesibles, rapidas y precisas. Los avances en fuentes com-
pactas de radiacién, como laseres de fibra y dispositivos portatiles de rayos X, permitiran
un monitoreo ambiental més frecuente y distribuido.

Ademas, la combinacién de técnicas espectroscopicas con inteligencia artificial (IA)
y big data mejorara la interpretacién de grandes volimenes de datos ambientales, facil-
itando predicciones mas precisas sobre los impactos del cambio climético y la contami-
nacion. La integracién de espectroscopia ultrarrapida permitird, en un futuro cercano, el
estudio de procesos dinamicos, como reacciones quimicas en atmoésferas contaminadas y
la interaccion entre contaminantes y biomoléculas.

Finalmente, el papel de la espectroscopia en el desarrollo de materiales sostenibles,
como catalizadores para la remediacion ambiental y sistemas de energia limpia, destaca su
importancia no solo como herramienta analitica, sino también como motor de innovacién
para un planeta mas sostenible.

4 Conclusiones

La espectroscopia que abarca el rango desde el infrarrojo medio hasta los rayos X continia
demostrando su versatilidad y potencial en una amplia variedad de disciplinas cientificas.
Como se ha discutido en esta escuela de verano, estas técnicas han transformado areas
como las ciencias de materiales, las ciencias biomédicas y ambientales, proporcionando
herramientas analiticas de alta precision y resoluciones sin precedentes que permiten
abordar problemas complejos con una profundidad técnica tnica.

En las ciencias de materiales, estas técnicas no solo han avanzado en la caracterizacién
de estructuras y procesos fundamentales, sino que también estan impulsando el desarrollo
de nuevos materiales funcionales para aplicaciones tecnoldgicas y energéticas. Por su
parte, en biomedicina y biologia, estas herramientas estan permitiendo diagnoésticos mas
precisos, exploraciones moleculares detalladas y la generacion de conocimiento clave para
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el diseno de terapias avanzadas y el entendimiento de procesos bioldgicos esenciales. En
ciencias ambientales, el impacto de estas técnicas es crucial para abordar problemas
globales como la contaminacion, el cambio climatico y la sostenibilidad de los recursos
naturales.

El futuro de estas areas es prometedor. El desarrollo de fuentes avanzadas de ra-
diacién, la miniaturizacion de equipos y la integracion con inteligencia artificial estan
ampliando las posibilidades de estas técnicas, no solo en la investigacion bésica, sino
también en aplicaciones préacticas que impactaran positivamente la calidad de vida y
la salud del planeta. Estas oportunidades abren un abanico de posibilidades para la
proxima generacion de cientificas y cientificos interesados en explorar estas fronteras del
conocimiento.

Invitamos a las y los estudiantes que han participado en esta escuela de verano a con-
siderar realizar proyectos de investigacion en alguna de estas areas apasionantes. El Dr.
Antonio M. Juarez, responsable del Laboratorio de Fotodinamica Molecular del Instituto
de Ciencias Fisicas en Cuernavaca, pone a disposicién su experiencia, infraestructura y
orientacién para quienes deseen involucrarse en estas lineas de trabajo. Pueden contac-
tarlo en el correo amjuarez@icf.unam.mx para discutir ideas y posibles colaboraciones.
La espectroscopia en el infrarrojo medio y los rayos X ofrece un campo vibrante y lleno de
oportunidades, y estamos entusiasmados por el impacto que sus futuras contribuciones
tendran en la ciencia y la sociedad.
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Soluciones a la ecuacion no lineal de Schrodinger ;Qué hacemos con
ellas si ya no tenemos superposicion de estados?

Ricardo Méndez-Fragoso!, y Juan Pablo Cordero Santiago®

Facultad de Ciencias, Universidad Nacional Auténoma de México, Av. Universidad 3000,
Circuito Exterior S/N Alcaldia Coyoacén, C.P. 04510 Ciudad Universitaria, Ciudad de
México, México

1. Introduccion

En esta contribuciéon para la XXXI Escuela de Verano en Fisica se habla sobre sistemas no lineales
que se pueden encontrar en mecanica cuantica. En particular se habla de la Ecuaciéon No Lineal de
Schrodinger (ENLS), también conocida como la ecuacion de Gross-Pitaevskii [1], enmarcada dentro
de los sistemas cudnticos confinados. Estos se caracterizan por ser sistemas atémicos con restricciones
geométricas que cambian sus propiedades. En la comunidad, es de particular interés los sistemas a
muy bajas temperaturas como los Condensados de Bose-Einstein (BEC por sus siglas en inglés), ya
que éstos exhiben propiedades que pueden ser de utilidad para el desarrollo de futuras tecnologias
cudnticas [2]. Para ello es necesario conocer las caracteristicas que éstos presentan cuando se les
quiere manipular.

En este trabajo, el lector encontrarda una breve descripcién de como es que se llegan a tener
sistemas cudnticos no lineales en el estudio de materia ultrafria. Posteriormente se buscardn solu-
ciones, en este caso analiticas, que permitan entender el comportamiento de la ENLS. Finalmente,
se presentan un par de aplicaciones sobre como utilizar las propiedades de las soluciones encon-
tradas, y se hard énfasis en los cdlculos detallados con la finalidad de acercar este conocimiento a
los estudiantes. Si al lector le interesan maés detalles o aplicaciones de lo que aqui se presenta, le
recomendamos consultar las referencias [3-5].

1.1. Contexto de la ENLS

En esta seccion veremos brevemente de donde surge la ENLS como resultado de una teoria de
campo medio. Para ello podemos partir de un Hamiltoniano con N particulas sujetas a un potencial
que lo mantiene confinado, Ve,

0 Y2
. A N o2 =
Zﬁa\lf = HVU = (Z vaz + Vew(ﬂ) v ) (1)
(2

donde ¥ es la funcién de onda que depende de las coordenadas de cada una de las particulas
en la posicién 7;. Si tomamos en cuenta las interacciones entre las particulas, una forma sencilla
de incorporarlas es considerar que éstas interactian por pares. Esto se puede atribuir a que las
particulas colisionan entre ellas, y a primer orden, las méas probables son las que suceden por pares.
De esta manera el Hamiltoniano se puede escribir como
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(2
donde el segundo término de la ecuacién anterior es proporcional a la longitud de dispersién para
colisiones eldsticas por pares, 4mwas, y la funcién delta de Dirac representa las colisiones elasticas.

Si se considera que se tienen bosones por debajo de la temperatura critica, entonces lo que se
obtiene es un BEC con interacciones. Debido a que se trata de un sistema de muchas particulas en
el mismo estado cudntico, la forma mas sencilla de considerar las interacciones es tomar en cuenta
que cada una de las particulas ve al resto del sistema como un campo medio. Esto quiere decir que
si nos ubicamos en una de las particulas, y dado que todas estdn en el mismo estado cuantico por
tratarse de un BEC, ésta vera una interaccion promedio proporcional a la densidad de probabilidad,
|¥|2, de las N — 1 particulas. De esta manera, la Ec. (2) se convierte en la ecuacién de una sola
particula sujeta a un potencial externo y a una interaccion efectiva:

2
mgt\p = HU = <—2hmv2 + Vear (7) + g|‘11|2> v, (3)
donde g es la intensidad de la parte no lineal que proviene de la aproximacién de campo medio y
que también es proporcional a las N — 1 particulas, g = (N — 1)%. La Ec. (3) es conocida como
la ecuacién de Gross-Pitaevskii o ENLS [1]. Note que la ecuacién es muy similar a su contraparte
lineal, pero con la excepcion de que el dltimo término en la ecuacién aporta la no linealidad y es
proporcional al cubo de la funcién de onda. Uno de los primeros pasos para encontrar soluciones
a dicha ecuacién es tener los estados estacionarios. Para ello podemos proponer como solucion la
funcién de onda W = e~#*/¢(7), y obtenemos la ecuacién

2
6= (=90 Vo) + 410 ) 0. (@)
m
donde 1 es el potencial quimico, y la funcién ¢ es una funcién que solo depende de la posicién!.
El caso que nos ocupard en esta contribucién es cuando se tiene un BEC en una guia de ondas.
Experimentalmente, la forma de obtener esta configuracién es cuando se tiene un BEC cerca de
un chip atémico sobre el cual se tiene una pista, alambre conductor, con corriente. Esta genera
un campo magnético que comprime al BEC en la direccién transversal a la corriente, mientras lo
alarga en la otra direccion. Basicamente, lo que se estd haciendo es utilizar un sistema no lineal que
queda confinado mayormente en una direccién [6-11]. De esta manera, la Ec. (4) se convierte en
una ecuacion en una dimensién, y si ademéas consideramos unidades atémicas, dicha ecuaciéon toma
la siguiente forma

102 . 9

po = <—2ax2+Ve:pt(T)+g|¢| >¢a (5)

donde el potencial efectivo que produce el confinamiento se puede expresar de la siguiente manera
[ =Vo paralfz| <R

Veat = { 0 paral|z| >R (6)

donde R es el alcance efectivo del potencial con profundidad V > 0.

!Utilizamos el potencial quimico u debido a que el contexto de este tipo de sistemas utilizan la energfa por particula
que se encuentra en el BEC.
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2. La Ecuacion no Lineal de Schrodinger y sus soluciones analiticas

En esta seccion veremos la forma de encontrar soluciones analiticas a la ENLS, pero primero
veremos un repaso de como se pueden encontrar las soluciones para su contraparte lineal. La me-
todologia utilizada no es la estandar a la que se encuentra en la mayoria de los libros de mecéanica
cudntica o de ecuaciones diferenciales. El objetivo es ilustrar el camino para encontrar soluciones
analiticas para algo bien conocido, y de ahi hacer una extensién para encontrar soluciones a sistemas
o ecuaciones no lineales.

2.1. Solucién a la ELS en una dimension para un pozo cuadrado

La solucién a la Ec. (5) se puede encontrar por integracién directa utilizando el método de
cuadraturas. Sin embargo, antes de encontrar una solucién a dicha ecuacién, primero veamos como
hacerlo en el caso lineal. Para ello podemos partir de la ecuacién lineal de Schrodinger (ELS) en
una dimensién e independiente del tiempo

02
Bo = (~3 s+ Vel 0 )

con el mismo potencial que en la Ec. (6). Veamos el caso en el que |z| < R, donde las soluciones
con energias —Vy < E < 0. La ecuacién anterior se puede escribir de la siguiente manera

S+ (E+To)o =0, 0

donde el término E + Vj es positivo. Si multiplicamos la ecuacién por ¢’

1
50"9 + (B +Vo)pd =0, (9)
podemos integrar directamente la ecuaciéon para obtener la siguiente forma

d (1 1

o <4¢’2 + 5 (B + vo)<z>2> =0 = ¢?+2AE+ V)¢ =C, (10)

donde C es una constante que depende de las condiciones a la frontera de dicha ecuacién. De esta
q P

ecuacién podemos despejar ¢ para obtener

¢ = /O 2B+ Vo)Z = /¢0_2(dg+vo)¢2 :/dm. (11)

Esta integral se puede hacer directamente dependiendo del valor de C'. Note que el valor C' >
2(E + Vp) > 0 debido a la forma de la Ec. (10). Esta ecuacién tiene como solucién para el lado
izquierdo la funcién sin~!(-). De esta manera la solucién se puede escribir como

; sin~! M —r—x
V2(E+ ) ( C ¢> . -

donde x( es una constante que dependera de las condiciones de frontera antes mencionadas. Final-
mente, con la relacién anterior podemos escribir la solucién a la Ec. (7) de la siguiente manera

o(x) = 1/Q(E(ivo)sm( 2(E+Vo)(x—a:0)) : (13)
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Como era de esperarse, la solucién queda en términos de funciones trigonométricas, donde las
constantes C' y xg se determinaran en términos de las condiciones a la frontera.

En el caso de las soluciones para fuera del potencial, |z| > R, se tiene que las soluciones equiva-
lentes a la Ec. (12) son del tipo logaritmico para el lado izquierdo. En consecuencia, las soluciones
equivalentes a la Ec. (13) son exponenciales decrecientes. Lo que sigue a continuacién en el proce-
so de encontrar soluciones a la ELS en una dimensién es estandar de cualquier libro de mecéanica
cuéntica basica [12]. En lo que respecta a esta contribucién, basta con ilustrar un método alternativo
para encontrar una solucién a la ELS, mismo que se utilizara en las secciones subsecuentes para
encontrar la solucién a la ENLS.

Hasta el momento no se ha encontrado algo diferente a lo que se ve en cualquier curso de
mecéanica cudntica bésica. El siguiente paso seria tomar en cuenta la parte no lineal, paro lo cual la
técnica anterior para encontrar una solucién analitica serd de mucha utilidad. Sin embargo, antes
de continuar vale la pena realizar un recordatorio sobre las soluciones analiticas que se encuentran
para el péndulo simple. Estas soluciones son cruciales para poder encontrar el paso equivalente al
que se muestra en la Ec. (11).

2.2. Soluciones completas al péndulo simple

El movimiento del péndulo es uno de los sistemas mas utilizados en la antigiiedad para medir
tiempos. Tipicamente su movimiento es descrito para angulos pequenos, ya que en estos casos se
obtienen soluciones arménicas en términos de funciones trigonométricas que son mas faciles de
entender y manipular. Sin embargo, en esta contribucién encontraremos la solucién para cualquier
angulo como condicién inicial y partiendo del reposo, ya que de esta manera podremos utilizar
dichas soluciones para encontrar las soluciones a la ENLS.

Comencemos con escribir la energia de un péndulo con longitud ¢ y masa m como se muestra
en la Figura 1.

Figura 1: Péndulo de masa m y longitud £. El dngulo que se hace con la vertical es 6.

En este caso no se va a considerar friccion, y sin pérdida de generalidad podemos tomar la
energia del péndulo como el punto inicial de su movimiento determinado por el angulo inicial 6.
Recuerde que en este punto la velocidad del péndulo es nula, 8y = 0. De esta manera podemos
escribir

1 .
E = §m€292 + mgl(1 — cos @) = mgl(1 — cosbp) . (14)

Veamos como encontrar el periodo, 7, de dicho péndulo. Para ello procedamos como en el caso
de la seccién anterior. Despejando el término 6 podemos escribir la cuadratura correspondiente

do 29J7 ¢ [P do
=== 6 — cos 6 =4y | — 1
dt { €08 costo = 7 29/0 Vcosh — cosy (15)
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donde el nimero 4 proviene de considerar que estamos haciendo la integral sobre un cuarto del
periodo debido a que la integral tiene los limites de 0 a #y. Una manera de resolver dicha integral
es utilizar la identidad cosz = 1 — sin? 5, tanto para 6 como para 6, y con ello obtener

¢ o df
9Jo | /sin? %0 — sin? g
Hay un cambio de variable que resulta muy conveniente, el cual es el siguiente
. sin g cos g
singp = i~ = cospdp = —do . (17)
sin 3 2sin 3

Note que este cambio de variable implica que el limite inferior sigue siendo 0, y que el limite
superior siempre es w/2. Al sustituir el cambio de variable con sus respectivos limites de integracién
obtenemos

o /”/2 2de 4\/7/“/22%0:4\/?/”/2 e (19)
cos § 49 Jo m 9Jo \/1—sin2%°sin2<p

200

Finalmente definimos el término m = sin para escribir

™
m) = 4\/? / b (19)
9Jo \/1-msin?¢p

Note que el pardmetro m € [0,1], y que la integral tiene limites fijos. Esto representa una
ventaja enorme en el cdlculo del periodo del péndulo, ya que la amplitud dada por #y se encuentra
representada por el pardmetro m dentro de ésta. Observe que para dngulos pequeios, |0y < 1, el
término m es todavia mucho més pequeno debido a que es proporcional al cuadrado del seno. Esto
hace que la integral para dngulos pequenos sea simplemente foﬂ/ 2 dp = /2, y con ello se recupera
la expresién usual para el periodo del oscilador arménico, 19 = 27‘(‘\/%. De hecho, la Ec. (19)
proporciona una manera de calcular desviaciones en el periodo, ya que podemos expander dicha
ecuacién en series de potencias de m para dngulos que no sean tan pequenos, ya que dentro de
este parametro se encuentra el valor de 6y. En dicho caso, y al tratarse de polinomios no es dificil
calcular los términos de la serie. En esta contribucién nos interesa el resultado en la Ec. (19), y en
general el valor de 6 como funcién del tiempo, 0(t), se puede encontrar con la inversa de la siguiente
relacién

¢ [? U
t=44/- / _—_— . (20)
9Jo \/1—msin?u
Cabe mencionar que la funciéon encontrada en la ecuacién anterior es conocida como la integral
eliptica incompleta de Jacobi de primer orden

(21)

0 du
xolm) = [
0 vV1—msin“u
De hecho, con la inversa de dicha relacion es posible encontrar el valor de # como funcién de x, y
a esta funcién se le conoce como la amplitud de Jacobi, § = am(x|m). Note que el pardmetro m
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es comun para ambas funciones. Con ello podemos definir las funciones seno y coseno eliptico de
Jacobi de la siguiente manera

sn(x|m) = sin (am(x|m)) , (22)
en(x|m) = cos (am(xm)) - (23)

Note que estas funciones obedecen propiedades similares a las trigonométricas. De hecho, se puede
definir una tercera funcién independiente de la siguiente manera

dn(x|m) = /1= sn?(x]m) - (24)

Cabe mencionar que las funciones elipticas de Jacobi son de hecho una generalizacion de las funciones
trigonométricas e hiperbdlicas, ya que éstas se pueden definir o recuperar de la siguiente manera?

sn(x|0) =sin(x) y sn(x|1) = tanh(x), (25)
en(x|0) =cos(x) y sn(x|1) = sech(x) . (26)
Con estas nuevas funciones podemos encontrar soluciones analiticas a la ENLS para un pozo de

potencial como se vio en la seccién 2.1. En la Figura 2 se puede encontrar el comportamiento de las
funciones elipticas de Jacobi para varios valores de m.

m|=( =[0.2F
Funciones elipticas T e N ~
de Jacobi 9 N z NN /
\\\ / 3 \ /
sn(u) \ / \ //

K / \ /
cen(u) ------ \\ .y \\ |/
dn(u) —— N ) N 1Y

N R N A
= P
] m = 0.5 m = 0[75 m=1
A N Ny — N
/ 7
< : :
A / N\ / T~
/ N 7
\ y N g
\ \ I \| /
N /,/ N /
\. s N P

Figura 2: Funciones elipticas de Jacobi sn, cn y dn para diferentes valores del pardmetro m.

2.3. Solucién a la ENLS en una dimension para un pozo cuadrado

Vamos a partir de la Ec. (5) sujeta al potencial en la Ec. (6). Para el caso con |z| < R podemos
proceder de la misma manera que en la seccién 2.1, y por esta razén multipliquemos la Ec. (2.3)
por ¢ obteniendo

d [ 1, 1 1., 1
’ (—4¢2—2<%+u>¢2+i¢4> S0 = P L metdet=C. @)

donde C' es una constante que depende de las condiciones a la frontera. Por ejemplo, la condicién
a la frontera del estado base para un pozo simétrico tiene la caracteristica de que ¢'(0) = 0y

281 el lector estd interesado en conocer mas de las funciones elipticas de Jacobi puede encontrar més informacién
en la referencia [13].
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#(0) = ¢p. Si en la Ec. (27) hacemos el cambio de variable

§=\Vammn® v ox=y e (28)

encontramos que la ecuacion para la cuadratura se escribe como

d 2
— (df() — (1 +m)E +met = —(1+m)&& +mé&; . (29)
Si despejemos %, y ademas sumamos y restamos la unidad, procedemos factorizar la expresion de

la siguiente manera

2
(jf;) —(1—)1—me) - (1 -1 —med). (30)

Sin pérdida de generalidad podemos escoger £y = 1, ya que posteriormente se utilizara la normali-
zacién para realizar otros calculos. De esta manera, la cuadratura queda de la siguiente manera

) s
fo=] Vo0 me) (31

donde finalmente podemos hacer el cambio de variable £ = sinu para obtener

du
=/ — (32)
V(1 —msin®u)
que es precisamente la integral eliptica incompleta de Jacobi, misma que encontramos en la Ec. (21)
de la seccién anterior. La solucién para el interior del pozo de potencial en términos de las variables
originales es

bon (1) = 2m(Vo +p) ( 2(Vo + 1)

(14+m)g 1+m m—i—K(m)) ’ (33)

donde K(m) es una fase que dependers de la paridad de la funcién®. Con el desarrollo anterior
hemos encontrado que la solucién para |z| < R. Para la parte en el que |z| > R se puede proceder
de la misma manera, y no es dificil ver que las soluciones son

boule) = \|Wlesch(/Aile +0) para u] 0 (34)
Gout(x) = a—l—l\/gx para|u| =0 (35)

donde hemos puesto explicitamente |u| para indicar que estamos interesados en funciones con energia
o potencial quimico negativo, y el valor de a es un pardmetro que deberd ajustarse dependiendo de
la condicién a la frontera con el pozo de potencial.

3. Aplicaciones de las soluciones a la ENLS

En esta seccion veremos como utilizar las soluciones encontradas para calcular propiedades de
los BEC’s descritos por la ENLS. En particular nos basaremos en los desarrollos que se encuentran
en las referencias [3-5].

3Debido a que se trata de una ecuacién diferencial de segundo orden, se tienen dos soluciones, una par y otra
impar. Las soluciones pares vienen con el término K(m) y las impares sin éste.
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3.1. Conteo de particulas en un BEC

Una de las primeras aplicaciones que se pueden hacer de las soluciones de la ENLS que hemos
encontrado es para contar particulas en el pozo de potencial. Recuerde que el valor de g, la parte
no lineal de la ENLS, esta relacionada con el nimero de particulas en el BEC como se vio en la
seccién 1.1. Si tenemos una solucion analitica de la ENLS, podemos utilizar esta informacién para
inferir cuantas particulas es capaz de atrapar el pozo de potencial.

Para ello utilicemos la solucién completa de la ENLS que se vio en las seccién 2.3. En particular
nos interesa cuando i = 0, ya que de esta manera es posible encontrar cual es el nimero méaximo de
particulas que se pueden atrapar en dicho potencial. De esta manera, la solucién encontrada para
el estado base se escribe como

ooy = | Ve (/B - K(m) - para fo] < R -
m para |z| > R

Note que se ha utilizado la solucién par debido a que el estado base es simétrica respecto al eje
vertical. Posteriormente, aplicamos las condiciones a la frontera dadas por

S(R7)=0¢(R") y (R7)=¢(R"), (37)

donde los signos — y + significan que nos acercamos a R por la izquierda y la derecha respecti-
vamente. Si aplicamos estas condiciones a la funcién en la Ec. (36) obtenemos después de varios
calculos que se debe cumplir la siguiente condicion

sn ( 2Vo R) =vm. (38)

1+m

Note que esta condicién depende del parametro m, y para valores dados el pozo de potencial
VVoR se tendrd que encontrar un valor para dicho parametro. En el caso particular del estado base,
el valor de m no produce nodos en la funcién de onda. Finalmente, podemos utilizar la normalizacién
de la funcién de onda, ffooo $*dx, para encontrar el valor de g. De hecho este valor lo denotamos
COMO Gmax debido que nos proporciona el valor méaximo de este parametro, y al mismo tiempo el
numero de particulas que el pozo de potencial puede atrapar

9mazr 2 .
N o>\/VoR — oE (a\/%lﬂm) +Vv2m, (39)
2 _

donde se ha nombrado el pardmetro o = Him para simplificar la expresion, y la funcién E(:|m) es
la integral eliptica de segunda especie. El comportamiento de la funcién anterior como funcién del
tamaifio efectivo del potencial, v/Vy R, se puede ver la Figura 3.
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Figura 3: Estado base de la ENLS. En rojo se ilustran las tendencias cuando vVoR — 0y vVoR — oo .

Note que la grafica en la Figura 3 tiene ambos ejes con escala logaritmica con la finalidad de
ilustrar la tendencia cuando /VoR — 0y v/VoR — oo. El comportamiento cuando vVoR — 0
muestra que conforme el pozo de potencial se hace cada vez mas pequeno, el valor de g también
lo hace. Este resultado contrasta con el valor finito que se reporta en la referencia [14], ya que en
ésta se realizan aproximaciones para encontrar el valor de g cuando se tienen pozos de potencial
pequenos. De aqui la importancia de tener soluciones analiticas para poder realizar cdlculos precisos
como en la Ec. (39), y que se ven reflejados en la Figura 3. Ademads, este resultado concuerda con
la intuicién de que conforme el potencial se hace mas pequeno, el valor de g debe disminuir y no
quedar como un valor finito, ya que en este limite, uno esperaria que la ENLS se pareciese maés
a su contraparte lineal. Por otra parte, el comportamiento de la solucién cuando /VoR — oo es
el llamado limite de Thomas-Fermi donde el acoplamiento no lineal hace que la funcién de onda
mimetice la forma del potencial.

3.2. Coexistencia de estados

El siguiente punto a estudiar con este tipo de soluciones, es la coexistencia de dos o mas estados
en la ENLS. Primero veamos si es posible encontrar un estado base en coexistencia con el primer
estado excitado.

La condicién encontrada en la Ec. (38) es vélida para el estado base con p = 0. Sin embargo,
para los estados impares esta condicion no aplica. Para encontrarla es necesario utilizar la solucion
encontrada en la seccién 2.3 pero para estados impares, la cual es la siguiente

1

AT para z < —R
¢( ): 2mVp 2V <R (40)
x Grmig (\/ T para |z| <
#\/ﬁ parax > R

Note que en este caso la funcién es impar respecto al origen y ahora esta funcién es la que se
encuentra con p = 0, mientras que la funcién del estado base, funcién par, se encuentra con p < 0.
Al igual que en el caso anterior se aplican las condiciones a la frontera en la Ec. (37), y después de
realizar algunos cdlculos se encuentra que

2Vh /1
=4 41
St 1+mR 14+m ( )
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Note que esta condicién implica necesariamente que /2VoR > 7/2, ya que para valores menores
no se puede encontrar un valor de m que satisfaga dicha ecuacién. Esto era algo predecible, ya que
al ser el primer estado excitado, no siempre se tiene garantia de su existencia y por lo tanto debe
haber un tamafo de pozo de potencial minimo para el cual éste pueda existir®. Si se hace el calculo
de la normalizacién del estado excitado es posible encontrar que el valor de gl . ., mismo que se
escribe de la siguiente manera

1 oy
ZQL\/% = a?/VoR — aE (ae\/Vthne) + lfn;;e , (42)
Note que hemos utilizado el superindice 1 en g4, v €l subindice e en m y « para denotar que este
célculo tinicamente corresponde a este estado®. En la Figura 4 se muestran con signos + los valores
de g para el estado base y el primer estado excitado. Se puede observar que a partir de v/VpR = 2”%
se comienza a ver el primer estado excitado. Si el lector estd interesado en conocer mas sobre los
otros potenciales, puede consultar la referencia [3].

2

10 : : :
Uy\NVy=0 - o
UyNV=0.1 % ya
UgNVy=025 oo %#

1% exc. state

10

Figura 4: En la gréafica se muestran varios comportamientos de g dependiendo de los potenciales que se utilicen.
En particular se muestran con signos + los que corresponden al estado base y al primer estado excitado.

Hasta aqui se ha podido encontrar que la ENLS puede proporcionar varios estados de manera
aislada. Sin embargo, lo primero que uno se puede preguntar es si es posible tener estados en
coexistencia. Esto es posible si se toman en cuenta las condiciones que se deben cumplir. En primer
lugar se debe considerar que de existir ambos estados, éstos tienen que tener el mismo valor de
g bajo el mismo potencial. Una manera de encontrar estas condiciones es tener al primer estado
excitado en el umbral de deslocalizacién, p = 0, y posteriormente buscar si es posible tener un
estado base con el mismo valor de g y mismo pozo de potencial. Esto es posible si primero se busca
el valor de m y g del primer estado excitado con las Ecs. (41) y (42). Posteriormente se tiene que
buscar el estado base compatible con el valor de g encontrado. Para ello se utilizan las ecuaciones
para estados pares para p < 0, mismas que son una pequena variacion de las encontradas en las
Ecs. (38) y (39). No es dificil obtener estas ecuaciones utilizando la solucién para 1 < 0, y lo que se

4El caso del estado base siempre existe como se puede observar en la Ec. (38).
5En la literatura es comun encontrar que se utilicen los subindices ¢ y e para denotar los estados base y excitado
respectivamente
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encuentra es que las ecuaciones que debe obedecer el estado base compatible con el primer estado
excitado en el umbral de deslocalizacién son

sn (%&/ﬂ) _ Mgt (43)

1+mgn’

9mazr 2 2(m +77)
2\/‘70_049(1—77)5 - Q4 1—nE<a\/1—n§\m)—\/ﬂ+ 1;]77”977; (44)

donde se ha utilizado 1 = |u|/Vp, a® = ﬁ y &€ = /VoR para simplificar las expresiones, y ademés
el subindice g se ha hecho explicito para indicar que se trata del valores para el estado base. Note
que en la Ec. (44) se tiene que utilizar el mismo valor de g que en el primer estado excitado.

En la Figura 5 se muestran el estado base y primer estado excitado donde se aprecian sus formas
tipicas y su coexistencia. Se puede ver que el estado base no tiene nodos, mientras que el primer
estado excitado tiene un nodo en el centro. También se puede ver en la parte de la derecha de
la Figura el rango de coexistencia de estos dos estados. Como se puede apreciar, ambos estados
pueden estar dentro del pozo de potencial, uno en el umbral de deslocalizacién y el otro por debajo
dependiendo del tamafio del pozo de potencial en términos de v/VyR. Se puede observar que conforme
el pozo se hace pequenio, poco después de la unidad, el estado excitado deja de existir y inicamente
queda el estado base.

1 T T T T T 07 :
08 n = |ul/Vo = 0.646437
0.6 0.6 | b
04 0.5
02
e 0 04
-0.2 03 |
-04
02
-0.6
08 0.1 H
-1 ! ! ! ! ! 0
-3 -2 -1 0 1 2 3
x 10° 10’ 10
R VR

Figura 5: En la grafica de la izquierda se muestran las formas que tiene la funcién de onda del estado base y
primer estado excitado de la ENLS. Del lado derecho se muestra la curva de coexistencia del estado base con
el primer estado excitado como funcién de v/Vo R.

Cabe mencionar que, si bien es cierto que pueden existir dos estados, no es posible escribir la
solucién completa de la ENLS debido a que una superposicién de éstos no es solucién debido a la
no linealidad de la ecuacién. Sin embargo, se ha mostrado de manera analitica que ambos estados
si pueden coexistir.

4. Conclusiones

En esta contribucion se ha revisado la forma de obtener soluciones analiticas para la ENLS. En
particular se ha utilizado una integracién directa a partir del método de cuadraturas que se utiliza
mucho en sistemas de mecanica clasica. Si bien es cierto que la solucién encontrada es inicamente
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para sistemas unidimensionales, su importancia radica en que este tipos de sistemas se pueden
producir experimentalmente, principalmente en guias de onda de materia ultrafria.

Por otra parte, se revisaron un par de aplicaciones de dichas soluciones. Por un lado se revisé
como es posible contar particulas dentro de un pozo de potencial utilizando el acoplamiento no
lineal de la ENLS. Por otra parte, se encontré que es posible tener estados en coexistencia para
la ENLS. Esto tltimo es un resultado muy importante para la comunidad, ya que plantea nuevos
problemas en el estudio de este tipo de sistemas. En particular, una de las principales preguntas que
se deben responder es como escribir la soluciéon completa cuando se tienen estados en coexistencia.
Asi mismo, también es importante conocer lo que ocurre con las particulas que estdn en el primer
estado excitado cuando éste deja de coexistir con el estado base.

Como se ha podido apreciar, el estudio de sistemas cudnticos confinados en su versién no lineal
ha abierto un mundo de posibilidades que dejan preguntas abiertas sobre el comportamiento de
este tipo de sistemas. Es importante recalcar que la fenomenologia que presentan los sistemas
expuestos en esta contribucién se deben principalmente a tomar en cuenta las interacciones entre
sus componentes, y ello nos acerca mucho mas al comportamiento real que éstos tienen.
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Resumen

Photonic es un paquete libre y gratuito para calcular propiedades electromagnéticas de metamateriales y
cristales fotonicos, implementado en el lenguaje de computaciéon Perl, usando el paquete Perl Data Language
(PDL) para el procesamiento numérico y el sistema Moo para definir roles, clases y objetos. El paquete provee
herramientas para calcular la permitividad macroscopica de medios compuestos arbitrarios hechos de un niimero
arbitrario de materiales, sean conductores o aislantes, transparentes u opacos, dispersivos o no, no disipativos
o absorbentes, isotrépicos o anisotrépicos. También permite geometrias y arreglos periddicos arbitrarios, y los
arreglos no periddicos pueden aproximarse mediante ensembles de sistemas peridédicos con celdas unitarias desor-
denadas grandes. El paquete también permite calcular los campos microscopicos y los tensores de susceptibilidad
no lineal. Puede sacar provecho de algunas simplificaciones para casos particulares de materiales binarios y de
campos con longitud de onda larga.

1. Introducciéon

Un metamaterial es un material artificial hecho de una mezcla de uno o més materiales ordinarios un un
arreglo geométrico[23]. Las propiedades opticas de un metamaterial pueden ser muy distintas de aquellas de sus
componentes. Por ejemplo, un metamaterial hecho de anillos metélicos interrumpidos impresos en una placa aislante
(fig. 1, izquierda) puede mostrar resonancias tipo LC, en las cuales los electrones de conduccion circulan alrededor
de los anillos produciendo un dipolo magnético grande. Asi, un metamaterial hecho de componentes no magnéticas
podria tener una respuesta magnética macroscopica [1]|. A cierta frecuencia, la permeabilidad magnética efectiva, p,
podria resonar, y arriba de dicha frecuencia podria adquirir un valor negativo. Por otro lado, conductores extendidos
tales como las pistas metalicas rectas que corren en la parte posterior de las placas aislantes en la fig. 1, también
pueden tener una permitividad € negativa a frecuencias suficientemente bajas. Por lo tanto, ondas electromagnéticas
pueden propagarse en un sistema como éste en donde € < 0y u < 0, pues la relacion de dispersion (la relacion entre
la frecuencia y el vector de onda) k? = euw?/c? para ondas electromagnéticas conduce a un ntimero de onda k real
para frecuencias w reales siempre y cuando el producto eu > 0. Aqui, ¢ es la velocidad de la luz en el vacio. Sin
embargo, el campo eléctrico E, la densidad de flujo magnético B y el vector de onda k forman una triada ortogonal
derecha (son mutuamente perpendiculares y cuando los dedos de la mano derecha se mueven desde la direcciéon de
F hacia la de B, el dedo pulgar apuntarfa hacia k), mientras que el campo eléctrico E, el magnético H y el vector
de Poynting S (el flujo de energia) también forman una triada ortogonal derecha (fig. 1, derecha). Si u < 0, entonces
H y B = ;H apuntarian en direcciones opuestas y por tanto, también lo harian k y S. Recordando que los frentes
de onda se mueven en la direccién de k mientras que la energia fluye en la direccion de S, encontramos que en estos
llamados materiales izquierdos los frentes de onda y la energia se mueven en direcciones opuestas. Cuando la luz

*Una version traducida al inglés de este articulo fue enviada al Perl Science Journal.
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Figura 1: Metamaterial hecho de anillos partidos impresos de un lado de placas aislantes, con pistas rectas impresas
en la parte posterior (izquierda). A ciertas frecuencias, este sistema puede tener una permitividad e negativa y un
permeabilidad p negativa también, permitiendo la propagacion de ondas electromagnéticas. Sin embargo, como la
densidad de flujo magnético B y el campo magnético H apuntan en direcciones opuestas, también lo hacen el vector
de onda k y el flujo de energia S.

ilumina la interfaz que separa dos materiales ordinarios, se divide en una onda reflejada y otra transmitida cuyos
frentes de onda y energia se alejan de la interfaz (fig. 2 izquierda). Sin embargo, cuando la luz ilumina la interfaz
que separa un material ordinario de un material izquierdo, los frentes de onda del campo transmitido se propagan
hacia la interfaz, pues la energia de las ondas esparcidas deben necesariamente alejarse de la interfaz. Luego, la
onda transmitida se refracta de acuerdo a la ley de Snell, pero con un indice de refraccion negativo n = —, /ep (fig.
2 derecha) [21]. No existen materiales naturales que muestren esta refraccion negativa, de modo que ésta es una
propiedad exotica que puede observarse en metamateriales diseniados y entonados adecuadamente.

Otro ejemplo de comportamiento exdtico se halla en las metasuperficies formadas por metaatomos, es decir,
particulas de un material depositadas sobre un sustrato. Si las particulas tienen un indice de refracciéon alto y
su tamano es comparable a la longitud de onda de la luz en su interior, pueden mostrar resonancias del tipo
de las de Mie. Cuando luz con frecuencia cercana a la de estas resonancias atraviesa las particulas, su campo
electromagnético es sujeto a un cambio de fase grande. Al cambiar gradualmente la geometria de las particulas a
lo largo de la superficie, la fase que adquiere el campo puede ser manipulada. Esto puede emplearse para disenar y
construir dispositivos ultradelgados que deformen los frentes de onda del campo éptico. Por ejemplo, una metalente
puede enfocar luz retardando el campo cerca de su centro con respecto al campo cerca de sus orillas, andlogamente
a una lente positiva ordinaria de vidrio la cual es mas ancha cerca de su centro y mas delgada cerca de su borde.
(Fig. 3) [2]. Otro sistema interesante es una superred periddica formada por peliculas apiladas (fig. 4, izquierda). El
campo electromagnético reflejado multiplemente por las interfaces podria sumarse coherentemente en la direccion
retrodispersada cuando se cumpla la condicion de Bragg k = 7/d, donde k es el nimero de onda y d el periodo.
Esto impide la propagacion de la luz y origina brechas en la relacion de dispersion de los fotones (fig. 4, centro), i.e.,
intervalos de frecuencia en los cuales la luz no puede propagarse. Méas alla de las brechas, la luz si puede propagarse
libremente a lo largo de bandas permitidas, pero con una relacion de dispersion que difiere de aquella correspondiente
a un medio homogeneo no dispersivo. Estructuras de bandas foténicas similares, analogas a la estructura de bandas
electronicas de $olidos cristalinos, también pueden hallarse en estructuras artificiales periodicas en 2D y 3D (fig.
4, derecha). El estudio de estos cristales fotonicos fue motivado por la bisqueda de materiales sin disipacion que
tuviesen una brecha absoluta independiente de la direccion [22], que pudiera permitir atrapar luz. Afiadir defectos
a un cristal fotonico 2D permite guiar luz a lo largo de la tercera dimension, dando origen a novedosas guias de
onda que han encontrado aplicaciones en dispositivos fotonicos integrados [10].

Los sistemas descritos arriba son so6lo algunos ejemplos que ilustran el desarrollo del campo de metamateriales
opticos y de cristales fotonicos, el cual ha permitido la manipulacion de la luz y el desarrollo de novedosos dispositivos
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Figura 2: Dibujo esquemaético del vector de onda k (azul) y el flujo de energia S (amarillo) de una onda electromag-
nética que ilumina la interfaz entre dos materials ordinarios (izquierda) y entre un material ordinario y un material
izquierdo (derecha), asi como los de las ondas reflejadas y transmitidas correspondientes. La condicién de que la
energia de las ondas esparcidas se aleje de las interfaces produce refraccion negativa para materiales izquierdos (una
onda incidente moviéndose hacia arriba se acopla a frentes de ondas que suben, y por tanto a una onda refractada
que se mueve hacia abajo).

Y
| o o o o o o
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Figura 3: Vista lateral de una metalente. Las resonancias electromagnéticas de particulas de formas y tamanos
adecuados depositados sobre una pelicula modulan la fase de la luz que las atraviesa, retardando méas al campo
que pasa por el centro que aquel que pasa cerca de los bordes, de forma que los rayos son refractados y pueden ser
enfocados como lo haria una lente ordinaria.
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Figura 4: La luz multiplemente reflejada por las interfaces de una superred, un sistema de peliculas apiladas
periodicamente (izquierda), se suma coherentemente en la direccion retrodispersada cuando se cumple la condicion de
Bragg k = 7/d is met, impidiendo su propagacion y dando origen a brechas prohibidas en la relaciéon de dispersion
de la luz (centro) entre bandas permitidas. La periodicidad en dos y tres dimensiones produce estructuras de
bandas similares, no muy distintas a las estructuras de bandas que describen la propagacion de electrones en so6lidos
cristalinos.

6pticos miniatura. Un problema para entender, disenar y entonar estos dispositivos es el desarrollo de modelos que
permitan calculos eficientes y precisos de sus propiedades electromagnéticas. Un posible procedimiento consiste en
homogenizar la respuesta del sistema, es decir, en hallar las propiedades de un sistema homogéneo efectivo, un
sistema translacionalmente invariante que tenga las mismas propiedades del sistema inhomogéneo original (fig. 5).
Hemos desarrollado un formalismo tedrico y lo hemos implementado en un paquete computacional que permite el
calculo preciso y eficiente de la respuesta dieléctrica macroscopica de metamateriales hechos de cualquier numero
de materiales de cualquier tipo, aislantes o conductores, transparentes u opacos, disipativos y dispersivos o no, cada
uno caracterizado por su propio tensor de permitividad [14, 15]. El formalismo est4d basado en el procedimiento
recursivo de Haydock, desarrollado para el calculo de funciones de Green proyectadas sobre estados especificos [9].

La estructura del articulo es la siguiente. En la sec. 2 desarrollamos el esquema teorico, en la sec. 3 desarrollamos
el esquema computacional para llevar a cabo los calculos correspondientes, en la sec. 4 discutimos su implementacién
como una distribucion en el lenguaje Perl, en la sec. 5 desarrollamos algunos ejemplos para ilustrar su uso, en la
sec. 6 discutimos algunos resultados recientes y finalmente, en la sec. 7 presentamos nuestras conclusiones.

2. Teoria

La respuesta electromagnética de un sistema hecho de materiales no magnéticos puede caracterizarse por la

permitividad €, definida a través de
D = ¢E, (1)

donde D es el desplazamiento eléctrico y E es el campo eléctrico, ambos de los cuales dependen en general de
la posiciond r. El operador permitividad € corresponde a un tensor €(r) que depende también de la posicion,
pues toma distintos valores en las diferentes componentes que constituyen el sistema. Para simplificar algunas de las
ecuaciones que siguen, es conveniente usar una operacion de operadores en la que empleamos un gorrito, como en 0,
para denotar un operador lineal, el cual puede ser tan simple como el producto por una constante, la multiplicacién
por alguna cantidad dependiente de la posicién, un operador diferencial, un operador integral con cierto nucleo
(kernel), etc. El uso de operadores abstractos tiene la ventaja de no requerir el especificar la dependencia en la
posicion explicitamente. Ademas, los campos tales y como E or D pueden representarse como funciones de la
posiciéon r, pero a través de una transformada de Fourier, también podrian representarse como funciones del vector
de onda. Es entonces conveniente evitar el uso de una representacion especifica cuando es posible y emplear campos
y operadores abstractos. Deseamos encontrar la respuesta macroscopica €y, tal que

Dy = énEyy, (2)
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Figura 5: Un metamaterial (izquierda) hecho de un arreglo de dos o més componentes caracterizadas por sus propias
propiedades dieléctricas y su geometria puede reemplazarse por un sistema homogéneo (derecha) con una respuesta
macroscopica €)s obtenida a través de una teoria de homogenizacion.

donde D) v Ej; son el desplazamiento y el campo eléctrico macroscopicos obtenidos mediante un promedio de D
y E,ie, Fyy = (F) = P.F = F,, donde F' es un campo cualquiera y P, es un operador que toma el promedio.
Existen muchos procedimientos para definir un promedio. Aqui elegimos uno que filtra al campo en el espacio
reciproco, es decir, un operador que remueve componentes de Fourier altas de la transformada de Fourier F(k) de
F(r), ie., F,(k) = 0 para vectores k que puedan considerarse grandes, mientras que F,(k) = F'(k) para otros.
Este promedio cumple con la condicién de ser idempotente [16], 753 = P,, es decir, el promedio del promedio es
simplemente el promedio mismo. De forma similar, definimos un operador fluctuacion ’P} = 1—75@, tal que 75% = ﬁf.

Ademés, ﬁaﬁf = ﬁfﬁa = 0. Luego, P, y 75f son proyectores y podemos representar cualquier campo como si fuera

un 2-vector
F,
= (Ff> ’ ¥

cada una de cuyas componentes es en si misma un campo. Usando esta representacién, la respuesta del sistema
puede representarse como una matriz de 2 X 2 como

é= (6 ‘faf), (4)
€fa  Eff

donde é,3 = Pa €755. En la ec. (4) hay términos que acoplan promedios con promedios, fluctuaciones con promedios,
promedios con fluctuaciones y fluctuaciones con fluctuaciones. Empleando la ec. (4) en la ec. (1) obtenemos

D, =¢,.,E, + éafEf. (5)

Una comparacion con la ec. (2) muestra que la respuesta macroscopica € no es simplemente el promedio €,, de
la respuesta microscopica € correspondiente, pues hay una contribucion de las fluctuaciones del campo eléctrico
microscopico al desplazamiento macroscopico. Estas correcciones corresponden al efecto de campo local [16].

Para obtener la respuesta macroscopica, podriamos resolver las ecuaciones de Maxwell para obtener las fluc-
tuaciones del campo eléctrico Ey en términos del campo macroscopico E,, sustituirlo en la ec. (5) y finalmente
identificar la respuesta macroscopica. Sin embargo, hay procedimientos més directos y econémicos basados en la
identificacion de algin operador cuyo promedio tenga un significado fisico y a partir del cual podamos obtener
la permitividad macroscopica. Esto puede ilustrarse de la forma méas simple en el limite no retardado, en el cual
la textura del metamaterial, el tamano de las particulas que lo componen y la distancia entre particulas vecinas,
tienen una escala de distancias d tan pequeiia que podemos ignorar el retardamiento, el tiempo d/c que le toma al
campo electromagnético moverse a través de la particula o de una a otra a la velocidad de la luz c. Este seria el caso
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para campos con frecuencia w cuya longitud de onda correspondiente A = 2mc/w es mucho mayor que d, d < .
Formalmente, podemos explorar este limite tomando el limite ¢ — oo en las ecuaciones de Maxwell, en cuyo caso el
campo eléctrico obedecederia V x E = 0 y V-E= 47p. La primera de estas ecuaciones establece que E = EL es
un campo longitudinal (irrotacional), y la segunda muestra que la fuenta del campo eléctrico es la densidad total
de carga p, la cual incluye a la carga p™? inducida en el sistema debido a la polarizacién de sus materiales, es decir,
al movimiento relativo de las cargas que forman al sistema y de las cargas externas con densidad p® que fuesesn
empleadas para excitar al sistema. Recordemos que de acuerdo al teorema de Helmholtz, cualquier campo vectorial
F = FL + FT puede expresarse como la suma de un campo longitudinal FL =PLF =VV- 2V F y un campo
transversal (solenoidal) FT = PTF = —V x (V"2V x F), tal que Vx FL =0y V-FT = 0. Aqui, V corresponde en
el espacio real al operador diferencial V = (9, 0y, 9;) con J, denotando derivada parcial con respecto a la variable
a=2z,9,02y V~2 denota el inverso del operador Laplaciano V2 = 92 + 82 + 02, representado en el espacio real
por un operador integral cuyo kernel es el inverso de la distancia, en analogla al potencial Coulombiano empleado

en electrostatica, i.e.,
- 1 1
(V72f)(r) =~ [ d&*

4r |r — 7|

fr). (6)

En el espacio reciproco V corrresponde a multiplicar por la unidad imaginaria i y el vector de onda k, mientras
que V2 corresponde a multiplicar por —1 /k2. Asi, la transformada de Fourier de V f(r) es ik f(k), mientras que
la transformada de Fourier de la ec. (6) es —f(k)/k?. Notemos que P~ y PT son idempotentes, (PL)2 = PL
(PT) = PT, y que PLPT = PTPL = 0, por lo que pueden considerarse como projectores sobre espacios
complementarlos analogamente a los operadores promedio P, y fluctuaciones Pf como fue discutido arriba.
Podemos aplicar el procedimiento de Helmholtz al desplazamlento D = D' + DT, y notar que D cumple las
mismas ecuaciones que el campo eléctrico externo, esto es, V x DF = 0,y V-DL=V.D= 47 p*. Luego, la parte
longitudinal del desplazamiento es el campo eléctrico externo, cuyas fuentes son tnicamente las cargas externas, sin
relacién alguna con las cargas de polarizacion, y por lo tanto, sin relacion alguna con las fluctuaciones debidas a la
textura de la permitividad microscépica. Por esta razén, D no tiene fluctuaciones espaciales y

D' = D! = DI, (7)

La proyeccion longitudinal de la ec. (1) puede ser escrita como DL = el EL 4 el TET — elLEL pues ET =0

en el limite no retardado, donde €*? = 75“6735, con a, f = L, T. Resolviendo para EL,
EL _ (éLL)—lDL’ (8)

donde (é%*)~1 debe ser interpretado como la inversa de la proyeccion longitudinal de la permitividad restringida a
actuar sobre el subespacio de campos longitudinales (sin esta restriccion, el operador no seria invertible). Finalmente,
promediando la ec. (8) y empleando (7) obtenemos

EM - (ALL) DM7 (9)

de donde identificamos
(&xr) = (€")aa (10)
e., la inversa de la proyeccion longitudinal de la permitividad macroscopica es el promedio de la inversa de la
proyeccion longitudinal de la permitividad microscopica [21, 14].
Podemos ir mas all& del régimen no retardado y generalizar el resultado anterior estableciendo que la respuesta
macroscopica a una excitacion externa es simplemente el promedio de la respuesta microscopica correspondiente.

3. Esquema computacional

Hemos desarrollado un formalismo para el calculo eficiente de la respuesta macroscopica de metamateriales
empleando el esquema recursivo de Haydock [9]. Aqui lo ilustraremos para el caso simple de un metamaterial
binario, un sistema hecho de dos materiales que se alternan periédicamente, tal como una red de particulas hechas
de algin material B con una respuesta dieléctrica isotrépica ep en el seno de un material anfitrion A con una
respuesta €4 (fig. 6). La respuesta microscopica del sistema puede escribirse como

e(r) =es —eapB(r), (11)
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Figura 6: Metamaterial binario periédico formado por una red periédica de particulas (verde) de un material B en
el seno de un medio (rojo) hecho de un material A. Los valores (0,1) de la funcion caracteristica B(r) se muestran
para dos posiciones.

donde €45 = €4 — € e introducimos la funcién caracteristica,
1 sir estd en alguna inclusion
B(r) = ) ) ’ (12)
0 se r esta en el anfitrion,

una funcion periodica de la posicion r, i.e., B(r + R) = B(r) para cualquier posicion r y cualquier vector de la red
R, donde el conjunto de vectores { R} forma una red de Bravais [3]. Notamos que B(r) caracteriza la geometria del
sistema, las formas de las particulas y su disposicién, pero es independiente de la composiciéon y de las funciones
respuesta de las componentes.

Factorizando e4p en la ec. (11) nos permite escribirla como

e(r) = “(u—B(r)), (13)

donde introdujimos la variable espectral
u=(1—ep/es)” . (14)

Su valor es en general un niumero complejo que depende de la composicion del metamaterial y de la frecuencia
w, pero no tiene que ver con su geometria. De esta forma, en la ec. (13) la geometria y la composicién han sido
factorizadas. De acuerdo a las ecs. (10) y (13), la respuesta macroscopica puede obtenerse de

(k)™ = =(u—B"), (15)
€A
De acuerdo al teorema de Bloch [3], todas las excitaciones en un sistema periddico pueden escribirse en términos
de ondas de Bloch de la forma
Fk(r) = ZFkGei(kJ'_G)'r, (16)
G
donde k es el vector de Bloch, analogo al vector de onda de una onda plana ordinaria, y G son miembros de la
red reciproca {G} definida como el conjunto de vectores de onda tales que ¢! ® = 1 para cualquier vector de la
red R. Notamos que Fy(r + R) = ¢?*EFy(r), de manera que Fy(r) cambia por una simple fase k - R tras una
translacion por un vector de la red, al igual como lo haria una simple onda plana con vector de onda k. Asi que una
onda de Bloch es como una onda plana modulada por oscilaciones espaciales rapidas e’ con longitudes de onda
que son iguales o submiltiplos del tamano de una celda unitaria. En el limite no retardado, esperamos un vector
de Bloch k pequeno, correspondiente cambio de fase menor a través de una celda unitaria, y una longitud de onda
larga del orden de la longitud de onda del campo en el espacio vacio. Luego, podemos definir el proyector promedio
en espacio reciproco deshaciéndonos simplemente de todas las componentes de Fourier con vectores reciprocos no
nulos. Asi, el proyector promedio quedaria representado por una matriz en espacio reciproco con elementos

(Pa)ee = dcodcro, (17)

tal que, actuando en una onda de Bloch (16) produce una la onda plana (Fy)a(r) = Froe™®™ con una variacion
lenta. En otras palabras, una onda plana con un vector de onda pequeno k propagéndose en el seno de un sistema
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periddico es esparcida en otras ondas planas con vectores de onda grandes k + G que se esparcen entre ellas y de
regreso a una onda plana con el vector de onda original k. Promediar significa deshacernos de todos los campos
esparcidos que varian rapido, pero conservando sus efectos en el campo que varia lento con el vector de onda original
k.

Usando las ecs. (15) y (17) obtenemos

1 U _
m = :(U - BLL)ool» (18)
e o

donde BT denota una matriz en espacio reciproco con componentes
B&L =G - Bg_aG, (19)

y Ba_g- es el coeficiente de Fourier de la funcion periodica B(r) correspondiente al vector de onda G — G'. Hemos
usado que el proyector longitudinal en espacio reciproco es simplemente la proyeccién a lo largo de la direcciéon
(k 4+ G)/|k + G| = G del vector de onda. Hemos usado ademas que en el limite no retardado, k < G para
vectores reciprocos no nulos, y definimos 0 = k=k /k, i.e., la direccion del vector de Bloch relativamente chico,
correspondiente al vector reciproco nulo G = 0. También introdujimos una simplificacién sutil al identificar la
proyeccion longitudinal de un operador con su componente longitudinal.
El lado derecho de la ec. (18) no difiere mucho de la definicion usual de una funcién de Green proyectada sobre
un estado dado |0), A
Goo = (0l(s — H)71(0) (20)

como es usado comunmente en mecénica cuantica (MC), donde H serfa el hamiltoniano del sistema, un operador
hermitiano correspondiente a la energia, empleamos la notacion de brakets de Dirac, y € es una variable compleja.
Recordemos que en MC, |a) denota un estado abstracto correspondiente a una funcion de onda 1, (r) = (r|a) en
espacio real. Sin embargo, el mismo estado puede ser representado por la funcion ¥,(G) = (G]a) en el espacio
reciproco. Aqui, 1,(r) es interpretada como una amplitud de probabilidad de que el estado |a) se encuentre en la
posicion 7, i.e., |4 (r)|? es la densidad de probabilidad en r, mientras que t,(G) es la amplitud de probabilida
de que el estado |a) sea una onda plana con vector de onda G. De manera mas general, (bla) es la amplitud de
probabilidad de que un sistema en el estado |a) se encuentre al ser observado en un estado |b), siendo | (ba) |? la
probabilidad misma. Como 1, () puede mapearse a ¢,(G) a través de una transformacion de Fourier y viceversa, las
representaciones en espacio real y en espacio reciproco de un estado, asi como otras posibles representaciones, tienen
informacion equivalente. Luego, es conveniente abstraerse de las funciones de onda y referirse a estados abstractos
tales y como |a). También recordemos que un operador O es hermitiano si (b|O)a) = <a|@\b>* para cualquier par
de estados |a) y |b), donde el asterisco denota al complejo conjugado. Resulta ser que en MC todas las observables
fisicas corresponden a operadores hermitianos.

A continuacion emplearemos el lenguaje y las técnicas de la MC, pero evitaremos la interpretacion correspondien-
te, pues estamos tratando con problemas de electromagnetismo clasico. De acuerdo a las ecs. (18) y (20), podemos
tomar prestadas técnicas empleadas usualmente para obtener funciones de Green proyectadas en MC y aplicarlas
al calculo de la permitividad macroscopica. En particular, adoptamos el procedimiento de Haydock [9]. El procedi-
miento original consiste en aplicar el hamiltoniano H del sistema a un estado elegido |0) y ortogonalizar el resultado
al estado inicial para hallar un nuevo estado normalizado [1), i.e., H |0) = by |1) 4 ag |0). El procedimiento es enton-
ces iterado, produciendo sucesivamente los estados [2), |3). .., tales que H |n) = bpyq |n+ 1) 4 ay, [n) + by [0 — 1)
ortonormalizados de forma que (n|m) = dum, la delta de Kronecker. Notamos que |n — 2), |n — 3)...no aparecen
en la expansion de H |n) debido al caracter hermitiano del operador H.

Este procedimiento produce una base {|n)} en la cual el hamiltoniano H puede representarse por una matriz
tridiagonal con entradas H,,,, = (n\ﬂ |m) dadas por los coeficientes de Haydock a,, y by,

aon b1 0 0
bl aq b2 0 .
(H’ﬂm) = 0 b2 as b3 R (21)

Luego, la funcién de Green proyectada es s6lo una componente, aquella en la esquina superior izquierda, de la
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1. Multiplica v, (@), la funcién de onda en el espacio reciproco correspondien-

te al estado |n), por G, ¥, (G) = G,(G) (note que empleamos simbolos
en negritas para representar cantidades vectoriales).

2. Multiplca por Bg_g y suma sobre G', ¢, +1(G) = > o Ba-a'¥n(G').
3. Toma el producto escalar con G, ¢n41(G) = G - pns1(G).

4. Ortogonaliza con ¥, (G) y ¥,—1(G) restando las proyecciones correspon-
dientes, b,11Un+1(G) = (0n+1(G) — ann(G) — bptby—1(G))/bps1, con
an =26 ¥Yn(G)oni1(G).

5. Elije la constante de normalizaciéon b, 1 de forma que 1,11 esté normali-
zada, g [Yn+1(G))? = 1.

6. Finalmente, obtén la nueva funcion de onda ¥,11(G) = (Pn+1(G) —
a'rﬂ/}n(G) - bn—lwn—l(G))/bn-ﬁ—l-

7. Asignan < n+ 1.

8. Empieza de nuevo en el paso 1.

Figura 7: Pasos para obtener los coeficientes de Haydock para un metamaterial binario en el limite no retardado.

2a. Realiza una transformada de Fourier de 1,,(G) hacia el espacio real para
obtener ¥, (7).

2b. Multiplica por la funcién caracteristica, ¢, 4+1(r) = B(r), ().

2c. Transforma de regreso al espacio reciproco para obtener ¢,,41(G).

Figura 8: Modificacién al paso 2 de la fig. 7

inversa de la matriz tridiagonal €d,,,, — Hynm, v puede ser calculada como una simple fracciéon continuada

(0[G10) = (0](c — F)~1[0) = !

gy — %
€ ag b2
e—a1— 2

e—ag— :

En la ec. (18) el papel del hamiltoniano es tomado por la componente longitudinal de la funcién caracteristica,
ec. (19), la cual es hermitiana, pues la transformada de Fourier de una funcién real B(r) obedece Bg'—g = B&_ o
para cualquier par de vectores reciprocos G y G'. Podemos entonces identificar al estado inicial |0) con el estado
macroscopico, i.e., una onda plana con un vector de onda pequenio k en la direccion k y sin ninguna otra onda
componente en forma de onda plana. Usando |G) para denotar un estado normalizado correspondiente a una onda
plana con vector de onda k + G =~ G, el estado inicial corresponde a la funcion de onda 1¥o(G) = (G|0) = dgo- La
accion de nuestro hamiltoniano (19) sobre un estado dado |n) characterizado por una funcion de onda 1, (G) = (G|n)
en el espacio reciproco, y el calculo de los coeficientes de Haydock, puede llevarse a cabo siguiendo los pasos detallados
en la fig. 7.

Notamos que el paso 2 pareceria tomar un tiempo de orden N2, donde N es el nimero de vectores reciprocos
empleado en el calculo. Sin embargo, podemos identificar la suma como una convolucion. Como la transformada
de Fourier de una convolucién es un simple producto, podemos reemplazar el paso 2 por los pasos modificados
mostrados en la fig. 8 De esta manera, podemos obtener los coeficientes de Haydock sin requerir multiplicacion
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matricial alguna, moviéndonos de ida y vuelta entre el espacio reciproco y el espacio real. El tiempo tomado por
cada paso serfa entonces del orden N log N.
Habiendo obtenido los coeficientes de Haydock, podemos obtener la respuesta macroscopica empleando las ecs.

(18) y (22),

~ b2
ke k=2 |u—a— L . (23)

b
u uU—ap — 2

u—as—

Usando la ec. (23) repetidamente para varias elecciones de la direccion IE:, podemos generar suficientes ecuaciones
de la forma /;‘163\]/[]%] = ... para permitirnos obtener todas las componentes cartesianas f?\i[ del tensor de permeabilidad
macroscopico €)r. Habiendo obtenido los coeficienets de Haydock {a,} and {b,,} para una geometria dada, podemos
repetir el calculo para cualquier frecuencia w y cualquier par de materiales A y B simplemente sustituyendo el valor

apropiado de la variable espectral u en la ec. (23).

4. Implementacion

Hemos implementado el esquema descrito arriba en un paquete computacional llamado Photonic [13] dispo-
nible como una distribucion en el Comprehensive Perl Archive Network (CPAN) y en Github. Ademas del caso
de metamateriales binarios en el limite no retardado de longitud de onda larga, hemos implementado soluciones
analogas para situaciones més generales como el caso binario con retardamiento, en cuyo caso la longitud de on-
da es comparable e incluso menor que el tamarnio de la celda unitaria [18]. En este caso, el operador que puede
promediarse esta relacionado con el inverso del operador de onda, y la permitividad macroscopica resulta ser no
local y muestra dispersion espacial, ademas de temporal, es decir, depende de manera independiente del vector
de onda y de la frecuencia. De la dependencia en el vector de onda se puede obtener la permeabilidad magnética
pas de metamateriales hechos de materiales no magnéticos [11] de acuerdo con el esquema de Landau-Lifshitz [1].
También hemos extendido la teoria a metamateriales multicomponentes hechos de méas de dos materiales. En este
caso no es posible definir funciones caracteristicas y por tanto, no hay un operador hermitiano que juegue el papel
de un hamiltoniano. Sin embargo, redefiniendo el producto interno entre estados, hallamos operadores simétricos
que pueden ser representados por matrices tridiagonales halladas mediante recursiones de Haydock, permitiendo
el calculo eficiente de la respuesta macroscopica tanto en el caso no retardado [15] como en el retardado [17]. La
representacion tridiagonal de operadores electromagnéticos relevantes es ttil no sélo para la homoenizacion de la
respuesta, sino también para calcular el campo electromagnético microscépico y a partir del mismo, la respuesta no
lineal del sistema [12].

La distribucion Photonic fue programada en Perl, pues es un lenguaje muy poderoso y expresivo. La implemen-
tacion de los aspectos numéricos del paquete fue realizada empleando la extension denominada Perl Data Language
(PDL) [8, 7], pues permite operacones eficientes entre arreglos multidimensionales (arreglos nd o ndarrays) con una
velocidad comparable a la de programas escritos en C, C++ o Fortran; de hecho, provee de infraestructura para
el uso de librerias matemaéticas firmemente establecidas y escritas en dichos lenguajes, accesibles desde programas
escritos en Perl. Ademés, permite emitir (broadcast) operaciones definidas sobre escalares o sobre arreglos nd con
un numero relativamente pequeno de dimensiones sobre todas las dimensiones excedentes cuando los argumentos
son de alta dimensionalidad, evitando la necesidad de escribir repetidamente bucles explicitos sujetos a posibles
errores, y permitiendo su paralelizaciéon automatica. Como se mencioné arriba, hemos implementado algoritmos
para calcular la respuesta macroscopica de metamateriales hechos de materiales arbitrarios, disipativos o no, opacos
o transparentes, con o sin dispersiéon, con una geometria arbitraria y en un espacio con un nimero arbitrario de
dimensiones, tanto en el caso no retardado como en el caso retardado, empleando el formalismo de Haydock para
representar operadores como la proyeccién longitudinal de la permitividad o el operador de onda. También hemos
obtenido los campos microscopicos y la respuesta optica no lineal. Para cada uno de estos casos tuvimos que calcular
los coeficientes de Haydock, usarlos para calcular diversas proyecciones de la respuesta macroscopica en términos
de fracciones continuadas y obtener los tensores respuesta a partir de dichas proyecciones. Ademas, los calculos
requieren representar campos escalares, vectoriales y/o tensoriales en el espacio real y reciproco, pasando de una a
otra representacion mediante transformaciones de Fourier. Los campos son representados en el espacio como fun-
ciones de coordenadas espaciales discretizadas, asignando valores a cada vozel o elemento de volumen, en analogia
a imégenes ordinarias que pueden ser interpretadas como campos en un espacio 2D pixelado. Las representaciones
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sub iterate { #single Haydock iteration
my $self=shift;
return 0 if $self->converged;

my $psi_n=$self->current_state;

my $opPsi=$self->applyOperator($psi_n);

my $a_n=$g_n+*$self->innerProduct($psi_n, $opPsi);

my $bpsi_npl=$opPsi-$a_n*$psi_n-$c_n*$psi_nmi;

my $b2_npl=$self->innerProduct ($bpsi_npl, $bpsi_npl);
my $b_npl=sqrt($b2_npl);

my $psi_npl;
$psi_npl=$bpsi_npl/$b_npl unless ...

Figura 9: Fragmento dle método iterate del rol Haydock.

en espacio reciproco se obtienen a través de transformadas rapidas de Fourier, con un conjunto finito de vectores
reciprocos, tantos como posiciones discretas contenga una celda unitaria.

Para evitar codificar rutinas similares repetidamente para llevar a cabo tareas similares bajo circunstancias
ligeramente distintas, como discutimos arriba (sistemas binarios o multicomponentes, con o sin retardamien-
to, etc.), empleamos un paradigma de programacion orientada a objetos (POO), empleando para ello el sistema
Moo(se) [5, 20], y empleamos Roles para encapsular comportamientos compartidos. Por ejemplo, hay un modulo
Photonic: :Roles: :Geometry consumido por varias clases Geometry que guardan y procesan informacién relacio-
nada con la geometria del sistema. Un objeto Geometry puede ser inicializado a partir de una funcion caracteristica,
a partir de una imagen pixelada de alto contraste (en 2D), a partir de una permitividad escalar que asigna un
valor complejo de la permitividad a cada voxel, o a partir de una permitividad tensorial que asigna un tensor con
entradas complejas a cada voxel. Por tanto, hay modulos correspondientes llamados Photonic: : Geometry: : FromB,

tria son la longitud de la celda unitaria a lo largo de diferentes direcciones (por omision, el tamano de la dimension
correspondiente del arreglo nd que la representa) y las direcciones de los vectores primitivos (las direcciones car-
tesianas por omision). Hay métodos para regresar los vectores primitivos mismos, sus versiones normalizadas, la
base dual normalizada (los vectores primitivos del espacio reciproco), el conjunto de parejas de vectores unitarios,
la dimensionalidad del sistema, la longitud del sistema a lo largo de cada dimension, el nimero total de puntos,
la distancia entre voxels consecutivos a lo largo de diversas direcciones, las coordenadas de todos los voxels en la
celda unitaria, las coordenadas de todos los vectores reciprocos, sus direcciones normalizadas, etc. Otro parametro
opcional es la direccion correspondiente al vector reciproco G = 0, i.e., l%, requerido para los cilculos no retardados.

Con un objeto Geometry apropiadamente inicializado, uno puede crear un objeto Haydock que sabe calcular
coeficientes de Haydock y es responsable de llevar a cabo las iteraciones correspondientes. Hay clases Haydock
para calculos basados en la proyeccion longitudinal de la permitividad €~ (LE), como las descritas en la sec. 3,
y otras basadas en la ecuacion de onda (WE), algunas para metamateriales binarios (2) con o sin retardamiento
(Retarded) R2 o Non Retarded NR2) o para metamateriales multicomponentes empleando un formalismo tipo espi-
norial (Spinor para entradas escalares (8) o Tensoriales (ST) [15, 17]. Correspondientemente, hay diversos moédulos
como Photonic::LE::NR2::Haydock, ...::WE::R2::Haydock, ...::LE::S::Haydock, ...::LE::ST::Haydock,

ferentes sistemas bajo diferentes circunstancias. Su comportamiento comin es capturado empleando roles. Por
ejemplo, todas las clases recién mencionadas consumen el moédulo Photonic: :Roles: :Haydock el cual contiene
varios métodos compartidos.

Un ejemplo de un método compartido entre todas las clases Haydock es iterate, una subrutina que itera el
procedimiento de Haydock, un fragmento del cual mostramos en la fig. 9. En la linea 5 se recupera el estado |n),
en la linea 6 se aplica el operador relevante, digamos o (como en la fig. 7, pasos 1-3). En la linea 7 se obtiene el
coeficiente de Haydock a,, llevando a cabo un producto interior (n|O|n) entre |n) y O|n) (fig. 7, paso 4). En las
lineas 10 y 12 se obtiene el tamafio b, del estado ortogonalizado (fig. 7, paso 5). Finalmente, en las lineas 14 y
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sub applyOperator {
my $self=shift;
my $psi_G=shift;
my $GBGpsi_G=apply_longitudinal_projection($psi_G, $self->GNorm, $self->ndims, $self->B->r2C);

return $GBGpsi_G;
}

Figura 10: Fragmento del método applyOperator definido en el médulo Photonic: :LE: :NR2: :Haydock.

sub apply_longitudinal_projection {
my ($psi_G, $gnorm, $ndims, $coeff) = @_;

my $Gpsi_G=$psi_G->dummy (0)*$gnorm;
my $Gpsi_R=GtoR($Gpsi_G, $ndims, 1);
my $eGpsi_R=$coeff->dummy(0)*$Gpsi_R;
my $eGpsi_G=RtoG($eGpsi_R, $ndims, 1);
($eGpsi_G*$gnorm) ->sumover;

Figura 11: Fragmento de la funcién de utileria apply_longitudinal_projection.

15 producimos el nuevo estado ortonormalizado |n + 1) (fig. 7, paso 6), a menos que b, sea tan pequefio que el
procedimiento de Haydock pueda considerarse convergido y terminado.

El procedimiento de Haydock capturado por el rol Haydock role e ilustrado en la fig. 9 es el mismo para
todas las clases Haydock mencionadas arriba, pero cada clase debe proveer su propio operator y su producto
interno. Por ejemplo, el cédigo del médulo Photonic: :LE: :NR2: :Haydock contiene el método applyOperator
mostrado en la fig. 10. En la linea 3 se obtiene el estado actual y en la linea 4 se llama a la funciéon de utileria

apply_longitudinal_projection, definida, junto con muchas otras funciones comunes en el moédulo Photonic: :Utils,

Los argumentos que se pasan a esta funcién son $psi_G, la representacion del estado actual en espacio reciproco,
Yo (@), $self->GNorm, los vectores de la red reciproca normalizada {G}, $self->ndims, la dimensionalidad del
sistema y $self->B->r2C, la funcién caracteristica B(r) evaluada en los puntos r dentro de la celda unitaria con-
vertidos a nimeros complejos. El codigo de esta funcion de utileria se muestra en la fig. 11. En la linea 2 se obtienen
todos los argumentos descritos arriba. En la linea 4 se multiplica la funciéon de onda 1,,(G) por los vectores recipro-
cos normalizados — ¥, (GQ) = Gib, (G) (fig. 7 paso 1). En la linea 5 se aplica una transformada de Fourier transform
del campo vectorial resultante hacia el espacio real — 1, (r) (fig. 8, paso 2a). La funcién de utileria GtoR usa el
moédulo PDL: : FFTW3 para llevar a cabo una transformada de Fourier rapido sobre todas las dimensiones, excepto
la dimension del campo vectorial (correspondiente al argumento 1 al final de la lista). La misma subrutina puede
emplearse para transformar campos escalares campos tensoriales cambiando simplemente el altimo argumento. En
la linea 6 se multiplica el campo vectorial en espacio real por la funcion caracteristica — ¢, 11(r) = B(r),(r) (fig.
8, paso 2b). En la linea 7 se transforma el campo vectorial resultante de regreso al espacio reciproco — ¢, +1(G)
(fig. 8, paso 2¢). Finalmente, en la linea 8 tomamos el producto escalar con los vectores reciprocos normalizados
= Oont1(G) = G- dn+1(G) (fig. 7, paso 3). Se puede notar que hay una fuerte correspondencia entre los procedi-
mientos descritos en las figs. 7 y 8 con el codigo listado en las figs. 9, 10 y 11, aunque el codigo de la fig. 9 es méas
general y puede emplearse sin modificacion para los casos multicompnentes y para los casos retardados, asi como
para los casos anisotrépicos.

5. Ejemplos

En esta seccién presentamos como ilustraciéon algunos ejemplos de codigos que emplean la distribucion Photonic
para calcular la respuesta macroscopica de sistemas simples.
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use vb5.36;

use PDL;

my $N_sml=21;

say my $b_small=zeroes($N_sml,$N_sml)->rvals<.35*$N_sml; # Square lattice of cylinders

Figura 12: Fragmento de c6digo para construir la funcién caracteristica de un pequeno sistema 2D, una red cuadrada
de particulas circulares, o una red cuadrada de cilindros paralelos con simetria translacional a lo largo de la tercera
dimensioén.

[
[OD0O00D00000000000000O0O0O0]
[D0O00D0000000000000O0O0O0 0]
[D0O00D0000000000000O0O0O0O0]
[00000000111110000000 0]
[00000011111111100000 0]
[0O0000111111111110000 0]
[O0001111111111111000 0]
[O00011111111111110000]
[(O00111111111111111000]
[O00111111111111111000]
[P00O11111111111111100 0]
[O0011111111111111100 0]
[O00111111111111111000]
[O00011111111111110000]
[O00011111111111110000]
[0O0000111111111110000 0]
[0D0000011111111100000 0]
[O0O000000111110000000 0]
[D0O00D0000000000000O0O0O0 O]
[0D0O0000000000000000O0O0 0]
[D0O0000000000000000O0O0 0]
]

Figura 13: Funcién caracteristica impresa por el fragmento de cédigo de la fig. 12.

5.1. Construye y despliega una funcién caracteristica pequena

El primer paso para el uso de Photonic es el disenio del sistema. En el caso de un metamaterial binario podremos
caracterizar su geometria a través de la funcion caracteristica B : » — B(r), una funcién que mapea cada posicion
r a un namero B(r), ya sea un 1 o un 0. En Photonic el espacio se discretiza y se representa por un arreglo nd de
voxeles (elementos de volumen en 3D) o pixeles (elemenentos de imagen (picture elements) en 2D o en 1D). Luego,
la funcion caracteristica para un problema D-dimensional se representa por un arreglo nd. El tamafio de sus D
dimensiones es el nimero de elementos a lo largo de cada direccién independiente. El codigo en la fig. 12 usa el
lenguaje Perl Data Language (PDL) para inicializar un pequetio arreglo 2D con los valores 1 o 0, dependiendo de
si la distancia al centro del arreglo es mayor o menor que un radio dado. En la linea 4 se construye un arreglo de
21 x 21 pixeles lleno de ceros (zeroes), luego se calcula la distancia euclideana de cada punto al centro del arreglo
(rvals) y se compara con un radio dado, elegido como 35 % del parametro de red. El resultado es un arreglo lleno
de unos y ceros, como muestra la fig. 13.

Podemos apreciar que los unos ocupan las posiciones de un circulo burdo de baja resolucion.

PDL tiene otros métodos ademas de rvals que pueden ser empleados para construir figuras mas ricas que el
simple circulo mostrado arriba, tales como xvals (las coordenadas x de cada elemento), yvals (las coordenadas y),
zvals (las coordenadas z) y ndcoords (un vector con todas las coordenadas de cada elemento). El lado derecho en
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use PDL::Constants quw(PI);

my $r_sml=zeroes($N_sml,$N_sml)->rvals;

my $theta_sml=atan2($r_sml->xvals-10, $r_sml->yvals-10);
say my $b_tri=$r_sml<(.3+.15*cos(4*$theta_sml+PI))*$N_sml;

Figura 14: Fragmento de cédigo que produce una cruz.

[
[0D0O0000000000000000O0O0 0]
[0D0O0000000000000000O0O0 0]
[OD0O00D00000000000000O0O0O0]
[0D0001100000000011000 0]
[00011111000001111100 0]
[0O00111111000111111000]
[O0001111110111111000 0]
[O0001111111111111000 0]
[0O0000111111111110000 0]
[0O0000011111111100000 0]
[0D0000001111111000000 0]
[0O00000111111111000000]
[0O0000111111111110000 0]
[O00011111111111110000]
[0O00011111101111110000]
[00011111100011111100 0]
[000111110000011111000]
[0D0001100000000011000 0]
[0D0O0000000000000000O0O0O0]
[D0O00D0000000000000O0O0O0 0]
[D0O00D0000000000000O0O0O0 O]
]

Figura 15: Funcion caracteristica impresa por el fragmento de cédigo mostrado en la fig. 14.

la linea 4 podria reemplazarse por .. .$b=F(zeroes($Nx, $Ny, $Nz)->ndcoords)<1; para alguna funcion F tal
que la ecuacion F'(r) = 1 defina la superficie de las particulas y F(r) < 1 su interior. Por ejemplo, en la fig. 14
mostramos un fragmento de c6digo que produce una funcién caracteristica correspondiente a un objeto en forma
de cruz. En la linea 3 se calculan las coordenadas angulares a partir de las coordenadas cartesianas y la linea 4 las
usa para calcular para cada punto si esta afuera o adentro de la cruz. La cruz resultante puede apreciarse con baja
resolucion en la fig. 15. Podemos construir funciones caracteristicas méas complejas transformando figuras simples,
por ejemplo mediante el médulo PDL: : Transform, y calculando la unién o intersecciéon de varias figuras usando
para ello los operadores disyuncién y conjunciéon orientados a bits | y &.

5.2. Construye una funcién caracteristica mayor

La fig. 16 muestrra el codigo para construir y desplegar una funcion caracteristica mayor y con mejor resolucion.
La linea 1 carga el modulo PDL: :Graphics: :Gnuplot para graficar los resultados subsecuentes. La linea 2 define
la longitud (201 pixeles por lado) de la nueva funciéon caracteristica B(r). La linea 3 define el radio de la inclusion
como el 20 % del parametro de red. La linea 4 construye la funcién caracteristica $b en analogia con la linea 4
de la fig. 12 y finalmente, las lineas 5 y 6 producen una imagen png de la funciéon caracteristica. El resultado se
muestra en la fig. 17. La naturaleza pixelada de nuestra representacion es visible como una rugosidad escalonada
en la frontera del circulo resultante.
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use PDL::Graphics: :Gnuplot;

my $N=201;

my $R=0.2;

my $b=zeroes($N,$N)->rvals<$R*$N;

gplot ({term=>'pngcairo', output=>'b.png', justify=>1, colorbox=>0, xtics=>0, ytics=>0},
with=>'image', $b);

Figura 16: Fragmento de codigo para construir y desplegar una funcion caracteristica mayor.

Figura 17: Funcién caracteristica B(r) correspondiente a una imagen 2D de 201 x 201 pixeles. Los puntos amarillos

corresponden a B(r) = 1 y los puntos negros a B(r) = 0. EL radio es 20 % del parametro de red.
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use Photonic::Utils qu(tile);
gplot ({term=>'pngcairo', output=>'repeated_b.png', justify=>1, colorbox=>0, xtics=>0, ytics=>0},
with=>'image', tile($b,5,5));

Figura 18: Fragmento de c6digo para visualizar un cristal producido por el teselado del espacio 2D con copias de la
celda unitaria desplegada en la fig. 17.

5.3. Despliega la red

La fig. 17 muestra una celda de un metamaterial periddico. Para una mejor visualizacion, es conveniente desplegar
el cristal artificial obtenido mediante la repeticion periodica de la celda unitaria. Con dicho propésito, teselamos
algunas copias de la celda unitaria con el codigo mostrado en la fig. 18. En la linea 1 cargamos la subrutina tile del
paquete de utilerias Photonic: :Utils, y la usamos para construir una imagen con 5 x 5 copias de la celda unitaria.
El resultado se muestra en la fig. 19.

5.4. Inicializa un objeto que encapsule la geometria

En la fig. 20 mostramos un fragmento de co6digo que emplea la funcién caracteristica construida arriba para
inicializar un objeto que encapsule la geometria (Geometry). En la linea 1 cargamos un moédulo que establece la
geometria a partir de una funcién caracteristica. Otras alternativas podrian ser inicializar la geometria a partir
de, una imagen en blanco y negro pixelada, de una respuesta dieléctrica microscopica o de un tensor dieléctrico.
La geometria es inicializada en la linea 4. Ademas de la funcion caracteristica B, también podemos inicializar la
direccién de propagacion del campo macroscopico DirectionO y los parametros de red a lo largo de las direcciones
cartesianas L, definos en las lineas 2 y 3.

5.5. Explora algunos atributos geométricos

Podemos usar el objeto geometria para hallar algunas propiedades geométricas del sistema, como ilustra la fig.
21. El método £ regresa la fraccién de llenado de las particulas. El método G produce la red reciproca, un arreglo
nd, cuyo método info produce una informacion ttil. En la linea 5 calculamos el valor absoluto de estos vectores
reciprocos, los escalamos y seleccionamos una pequena rebanada del arreglo resultante para imprimirlo. En la linea
7 hacemos lo mismo para las direcciones normalizadas de los vectores reciprocos. Los resultados se muestran en la
fig. 22. Los resultados de la fig. 22 muestran que

= La fraccion de llenado es aproximadamente 1/8 (linea 1). La fraccion de llenado esperada es el area de los
circulos, cuyo radio fue elegido como 20 % del parametro de red, divida entre el area de la celda unitaria, i.e.,
T x 0,22 = 0,1256637 . ... La pequefia discrepancia en la quinta cifra se debe a la naturaleza pixelada de la
funcioén caracteristica empleada en el calculo numeérico vs. la funcion analitica.

= La red reciproca es un arreglo de 2 x 201 x 201 dimensions con nimeros de doble precision (linea 2), i.e., un
vector 2D para cada uno de los 201 x 201 vectores posibles, pues tenemos 201 x 201 posiciones discretas en la
celda unitaria.

= Como elegimos una red cuadrada, el tamano de los vectores reciprocos normalizados crece por pasos enteros
a lo largo de los ejes z (horizontal) y y (vertical), mientras que crece por miltiplos de v/2 a lo largo de la
diagonal principal (lineas 3-9). El origen de la red reciproca corresponde a la esquina superior izquierda del
arreglo nd, no a su centro, el cual a su vez corresponde al vector reciproco méaximo. Después del centro, los
vectores reciprocos cambian direccion. Este orden es dictado por la convenciéon de las rutinas que toman la
transformada rapida de Fourier.

= Todos los vectores reciprocos normalizados tienen magnitud 1 (lineas 11-17), atn el vector G = (0,0) en la
orilla superior izquierda, como discutimos tras la ec. 19.
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Figura 19: Parte de una red periddica cuadrada de cilindros obtenidos del teselado de la celda unitaria mostrada
por la fig. 17.

use Photonic::Geometry::FromB;

my $k=pdl(1,0); # wavevector along z

my $L=1; # lattice parameter

my $g=Photonic::Geometry: :FromB->new(B=>$b, Direction0=>$k, L=>pdl($L,$L));

Figura 20: Fragmento de c6digo que inicializa un objeto Geometry a partir de una funcién caracteristica.

say "Filling fraction: ", $g->f;

say "Reciprocal lattice info: ", $g->G->info;

use PDL::Constants qw(PI);

say "Scaled reciprocal lattice, some magnitudes: ",
$g->G->abs2->sumover->sqrt->slice("0:3,0:3")*$L/(2*PI); # scaled to Brillouin cell's size
say "Normalized reciprocal lattice, sample of magnitudes:",
$g->GNorm->abs2->sumover->sqrt->slice("0:3,0:3");

Figura 21: Codigo para explorar algunas propiedades geométricas del sistema.
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Filling fraction: 0.125566198856464
Reciprocal lattice info: PDL: Double D [2,201,201]
Scaled reciprocal lattice, some magnitudes:

L
[ 0 1 2 3]
[ 1 1.4142136 2.236068 3.1622777]
[ 2 2.236068 2.8284271 3.6055513]
[ 3 3.1622777 3.6055513 4.2426407]
]
Normalized reciprocal lattice, sample of magnitudes:
L
[1111]
[1111]
[1111]
[1111]
]

Figura 22: Resultados de correr el coédigo mostrado en la fig. 21.

use Photonic::LE::NR2::Haydock;
my $Nh=$N; # desired number of Haydock coeffictients
my $h=Photonic::LE::NR2::Haydock->new(geometry=>$g, nh=>$Nh);

Figura 23: Fragmento de c6digo para inicializar un calculador de Haydock empleando un objeto tipo Geometry.

5.6. Inicializa un calculador de coeficientes de Haydock

La fig. 23 ilustra como podemos inicializar un objeto Haydock, un calculador de coeficientes de Haydock, em-
pleando un objeto que representa una geometria. La linea 1 carga un modulo que calcula los coeficientes de Haydock
empleando el procedimiento descrito en la sec. 3, i.e. basado en la respuesta dieléctrica longitudinal e“” (LE) en el
régimen no retardado para metamateriales binarios (NR2). La linea 2 define el ntimero maximo deseado de coeficien-
tes a calcular. Un niimero razonable suele ser el niimero de voxeles a lo largo de un lado de la celda unitaria, aunque
es buena practica checar convergencia de los resultados conforme este pardmetro es incrementado. Finalmente, la
linea 3 inicializa el calculador de Haydock con la geometria previamente definida.

5.7. Calculo de la permitividad

La fig. 24 muestra un fragmento de cédigo que emplea el calculador de Haydock definido arriba para inicializar
un calculador de la funcion dieléctrica, el cual emplea para obtener la permitividad de una red de varillas cilindricas
de vidrio. La linea 1 carga un moédulo para el calculo de la proyeccion longitudinal de la respuesta dieléctrica
de metamateriales binarios en el régimen no retardado, empleando la ec. (23). Las lineas 2-3 crean el calculador
dieléctrico empleando el calculador de Haydock de la fig. 23, el nimero maximo de coeficientes de Haydock a emplear,

use Photonic::LE::NR2::EpsL;
my $eps=Photonic::LE::NR2::EpsL->new(
haydock=>$h, nh=>$Nh, epsA=>1+0*i(), epsB=>2+0*i());
say sprintf "Square lattice of glass rods, epsilon=},.2f", $eps->epsL->re;

Figura 24: Fragmento de codigo para calcular la permitividad macroscopica de una red cuadrada de cilindros de
vidrio.
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Square lattice of glass rods, epsilon=1.09

Figura 25: Resultado de correr el codigo de la fig. 24.

my $w=zeroes(200)->xlinvals(.1,1.2);

my $tau=50;

my $drude=1-1/($uwx ($u+i()/$tau));

gplot ({term=>'pngcairo', output=>'drude.png',
title=>"Drude dielectric function",
xlabel=>"Frequency {/Symbol w/w}_p",
ylabel=>"Dielectric function {/Symbol e}",
yrange=>[-10,2]}, with=>'lines', $w, $drude->re);

Figura 26: Codigo para calcular y mostrar la respuesta dieléctrica obtenida mediante el modelo de Drude para
metales.

que podria ser igual o menor que el empleado en la fig. 23, la funcién dieléctrica e4 = 1 del medio anfitrion, el cual
tomamos como espacio vacio, y la respuesta dieléctrica eg = 2 de las inclusiones, a la cual dimos un valor cercano
al del vidrio ordinario. En la linea 4 se calcula e imprime el resultado mostrado en la fig. 25. El resultado €3, = 1,09
es alrededor de 1% arriba de la permitividad del vacio debido a la pequena fraccion de llenado de las varillas de
vidrio, como fue discutido alrededor de la fig. 22. Este resultado es consistente con el que arroja la teoria cléasica de
Maxwell-Garnett en dos dimensiones [6],

EM — €A €B — €A (e +e€a)+ flep —€a)
= , €M =€ . 24
€Mt €A f€B+€A M A( (24)

5.8. Respuesta metalica

Aunque el resultado obtenido en la seccion anterior es correcto, obtener un niimero consistente con una teoria de
hace un siglo podria no parecer demasiado interesante. Por ello, en lo que sigue ilustramos cé6mo calcular espectros
completos para metamateriales. Para ello, elegimos una red de alambres conductores cilindricos. Para modelar su
conductividad empleamos la teoria de Drude [3], de acuerdo a la cual la permitividad de un metal formado por
electrones libres e independientes esta dada por

ED(w)zl—wIQ)/(MZ—I—iw/T), (25)

donde w), es la frecuencia de plasma del metal, una cantidad relacionada con su densidad electrénica y que tipica-
mente corresponde a la region ultravioleta del espectro electromagnético, y donde 7 puede intrepretarse como el
tiempo promedio entre colisiones de electrones de conduccién con impurezas o con fonones, vibraciones cuantizadas
de los atomos. En la fig. 26 mostramos un fragmento de codigo para obtener la respuesta de Drude. En la linea
1 preparamos un arreglo de frecuencias que va desde w,/10 hasta un poco arriba de w,, y la normalizamos a w,.
En la linea 2 escogemos un valor tipico para la vida media w,7 = 50. En la linea 3 creamos un arreglo con los
valores correspondientes de la permitividad de Drude empleando la ec. (25), un valor complejo para cada frecuencia.
Finalmente, en las lineas 4-8 graficamos la parte real de ep vs. w, fig. 27. Notamos que la permitividad del metal
es negativa para frecuencias bajas y que cambia de signo en la frecuencia de plasma.

5.9. Espectro para una red cuadrada de alambres metalicos cilindricos

En la fig. 28 mostramos un fragmento de codigo para calcular la permitividad macroscopica €y (w) de una red
cuadrada de alambres cilindricos caracterizados por una permitividad de Drude. En las lineas 1-6 inicializamos un
calculador de funciones dieléctricas como en la fig. 24, empleando el mismo calculador de Haydock, pero empleando
distintos valores de la permitividad de Drude, una para cada frecuencia. Luego, evaluamos la respuesta macroscopica
y la incorporamos a un arreglo nd $eps_wire para ser graficada en las lineas 9-14. También graficamos los resultados
de la teorfa aproximada de Maxwell-Garnett dada por la ec. (24) y calculada en la linea 7. Los resultados se muestran
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Figura 27: Parte real de la permitividad de Drude ep(w) vs. la frecuencia

normalizada w/w,,.

my $eps_wire=pdl(
map {Photonic::LE::NR2: :EpsL->new(
haydock=>$h, nh=>$Nh, epsA=>1+0*i(), epsB=>$_
)->epsL
} $drude->dog
)5
my $eps_approx=($drude+1+$g->f*($drude-1))/($drude+1-$g->f*($drude-1));
gplot ({term=>'pngcairo', output=>'square.png',
title=>sprintf("/s f=%.2f",
"Im macroscopic dielectric function, square",@{[$g->£f]1}),
xlabel=>"Frequency {/Symbol w/w}_p",
ylabel=>"Macroscopic permittivity {/Symbol e}_M"},
{with=>'lines', legend=>"Num."}, $w, $eps_wire->im,
{with=>'lines', legend=>"MG"}, $w, $eps_approx->im);

Figura 28: Coédigo para calcular y graficar la permitividad macroscopica e€p; de una red cuadrada de alambres
cilindricos conductores tipo Drude como funcion de la frecuencia normalizada w/wp para la misma geometria que

en la fig. 19.
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Im macroscopic dielectric function, square f=0.13
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Figura 29: Parte imaginaria de la permitividad macroscoépica €); de una red cuadrada de alambres de drude con
una geometria correspondiente a la fig. 19. Se muestran los resultados de un célculo numérico (Num.) empleando
el formalismo de Haydock y los de un calculo analitico empleando la teoria de Maxwell-Garnett (MG).
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my $R_fat=.45;
my $b_fat=zeroes($N,$N)->rvals<$R_fat*$N;
my $g_fat=Photonic::Geometry: :FromB->new(
B=>$b_fat, Direction0=>$k, L=>pdl($L,$L));
my $h_fat=Photonic::LE::NR2::Haydock->new(
geometry=>$g_fat, nh=>$Nh);
my $eps_fat=pdl(
map {Photonic::LE::NR2::EpsL->new(
haydock=>$h_fat, nh=>$Nh, epsA=>1+0*i(), epsB=>$_)->epsL}
$drude->dog
)3
my $eps_MG_fat=($drude+i+$g_fat->f*($drude-1))/($drude+1-$g_fat->f*($drude-1));
my $tiled_fat=tile($b_fat,5,5);
gplot ({term=>'pngcairo', output=>'repeated_fat.png', justify=>1, colorbox=>0, xtics=>0, ytics=>0},
with=>'image', $tiled_fat);
gplot ({term=>'pngcairo', output=>'fat.png',
title=>sprintf("%s, f£=).2f",
"Macroscopic dielectric function",@{[$g_fat->f]1}),
xlabel=>"Frequency {/Symbol w/w}_p",
ylabel=>"Macroscopic permittivity {/Symbol e}_M",
yrange=>[0,301},
{with=>'lines', legend=>"Num."}, $w, $eps_fat->im,
{with=>'lines', legend=>"NMG"}, $w, $eps_MG_fat->im);

Figura 30: Coédigo para célcular la respuesta dieléctrica macroscopica de una red cuadrada de alambres conductores
de Drude cilindricos. El radio escogido corresponde a 45 % del parametro de red.

en la fig. 29. Hallamos que hay una resonancia correspondiente al plasmoén dipolar localizado de un cilindro metalico,
corrido ligeramente al rojo por su interacciéon con los alambres vecinos. El calculo numérico esta en excelente acuerdo
con la teoria de Maxwell-Garnett, como podria esperarse debido a la baja fracciéon de llenado empleada.

5.10. Alambres gruesos

En la fig. 30 mostramos un codigo para el célculo de la permitividad macroscépica de una red cuadrada de
alambres relativamente gruesos. El codigo es andlogo al mostrado en las figs. 16, 18, 20, 21, 23, y 28, pero empleando
un radio mayor $R_fat=0.45. La geometria del sistema se ilustra en la fig. 31. El espectro de la permitividad
macroscopica se muestra en la fig. 32. Notamos que como los alambres se hallan més cerca uno del otro, sus
interacciones mutuas son mayores que las de alambres delgados y por ello el pico mayor de la permitividad se
halla atin maés corrido hacia el rojo. Sin embargo, el corrimiento es méas grande segun el calculo numérico que el
predicho por la formula analitica de la teoria de Maxwell-Garnett. Ademaés, los resultados numéricos muestran una
serie adicional de picos visibles mas a la derecha, los cuales estan ausentes en el resultado de la teoria de MG.
Estos corresponden a plasmones multipolares localizados inducidos por la cercania entre particulas vecinas y por
las inhomogeneidades de los campos cercanos que producen.

5.11. Red rectangular

La fig. 33 muestra un c6digo para calcular el espectro de la permitividad macroscopica de una red rectangular
obtenida estirando en la direccién vertical la red cuadrada discutida arriba. Este cddigo tiene pequenas diferencias
con respecto al mostrado en la fig. 30. En la linea 2, los parametros de red se inicializan con un vector L=>pd1 ($L,
2x$L), lo cual significa que el parametro de red es el doble de largo en la direcciéon y que en la direccion z. Como
ambos codigos usan la misma funcion caracteristica, el nimero de pixeles a lo largo de y es igual que a lo largo de
z. Este calculo emplea pixeles rectangulares, no cuadrados, aunque un céalculo similar podria hacerse con pixeles
cuadrados duplicando su nimero a lo largo de y. El otro cambio es que en lugar de una geometria, un calculador
de Haydock y un calculador de permitividades macroscopicas, inicializamos y ejecutamos arreglos de cada uno, con
un elemento para cada direccién cartesiana. Para ello, el operador map de Perl es ideal. El sistema resultante se
muestra en la fig. 34. La permitividad correspondiente se muestra en la fig. 35. En este caso, la resonancia dipolar
parece no alterarse, pero las resonancias multipolares se dividen en parejas, una de las cuales se corre a la izquierda
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Figura 31: Red cuadrada de cilindros conductores de Drude. Su radio es 45 % del parametro de red.
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Macroscopic dielectric function, f=0.64
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Figura 32: Parte imaginaria de la permitividad de la red cuadrada de alambres conductores de Drude mostrada
en la fig. 31. Se muestran resultados de un calculo numérico (Num.) empleando el formalismo de Haydock y de la

teorfa analitica de Maxwell-Garnett (MG).
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my Og_long= map {Photonic::Geometry: :FromB->new(
B=>$b_fat, Direction0=>$_, L=>pdl($L,2+$L))} ($k, $k->rotate(l));
my Oh_long=map {Photonic::LE::NR2::Haydock->new(
geometry=>$_, nh=>$Nh)} @g_long;
my @eps_long=map {
my $h=$_;
pdl(map {
Photonic: :LE::NR2: : EpsL->new(
haydock=>$h, nh=>$Nh, epsA=>1+0*i(), epsB=>$_)->epsL
}$drude->dog
)
} Gh_long;
gplot ({term=>'pngcairo', output=>'repeated_rectangular.png', justify=>1, colorbox=>0, xtics=>0, ytics=>0},
with=>'image', $tiled_fat->xvals, 2*$tiled_fat->yvals, $tiled_fat);
gplot ({term=>'pngcairo', output=>'rectangular.png',
title=>sprintf("%s, f=).2f",
"Macroscopic dielectric function, rectangular",
@{[$g_long[0]->£1}),
xlabel=>"Frequency {/Symbol w/w}_p",
ylabel=>"Macroscopic permittivity {/Symbol e}_M",
yrange=>[0,30]},
{with=>'lines', legend=>"Square"}, $w, $eps_fat->im,
{with=>'lines', legend=>"Rectangle xx"}, $w, $eps_long[0]->im,
{with=>'lines', legend=>"Rectangle yy"}, $w, $eps_long[1]->im);

Figura 33: Codigo para calcular la permitividad macroscopica no retardada proyectada sobre las direcciones = y y,
€27 y €4, de un metamaterial formado por una red rectangular. El sistema corresponde al ilustrado en la fig. 31

pero estirado a lo largo de la direccion vertical y.

Figura 34: Red rectangular de alambres metélicos de Drude con seccién transversal eliptica obtenida estirando la

red de la fig. 31 a lo largo de la direccion y.

140



Macroscopic dielectric function, rectangular, f=0.64
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Figura 35: Parte imaginaria de las componentes principales €7 y 4% de la permitividada macroscopica de la red
mostrada en la fig. 34. El resultado correspondiente para la red cuadrada se muestra para comparacion.
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use Photonic::LE::NR2::EpsTensor;
my $shear=0.5;
my $g_sheared=Photonic: :Geometry: :FromB->new(
B=>$b_fat, L=>pdl($L,2+$L),
primitive=>pd1([[1,0], [$shear,1]1]));
my $h_sheared=Photonic::LE::NR2::EpsTensor->new( # initialize array of Haydock's once
geometry=>$g_sheared, nh=>$Nh, epsA=>1+0*i(), epsB=>1+0*i())->haydock;
my $eps_sheared=pdl(
map {Photonic::LE::NR2: :EpsTensor->new(
geometry=>$g_sheared, haydock=>$h_sheared, nh=>$Nh,
epsA=>1+0%i(), epsB=>$_)->epsTensor}
$drude->dog
)s
gplot ({term=>'pngcairo', output=>'sheared.png',
title=>sprintf("%s, f£=J,.2f shear=}.2f",
"Macroscopic dielectric function, sheared",
©{[$g_sheared->f]}, $shear),
xlabel=>"Frequency {/Symbol w/w}_p",
ylabel=>"Macroscopic permittivity {/Symbol e}_M",
yrange=>[-10,30]},
{with=>'lines', legend=>"Sheared xx"}, $w, $eps_sheared->slice("(0),(0)")->im,
{with=>'lines', legend=>"Sheared xy"}, $w, $eps_sheared->slice("(1),(0)")->im,
{with=>'lines', legend=>"Sheared yy"}, $w, $eps_sheared->slice("(1),(1)")->im,
{with=>'lines', legend=>"Square"}, $w, $eps_fat->im);

Figura 36: Codigo para calcular la permitividad macroscopica no retardada de un metamaterial con una red oblicua
de alambres de Drude obtenida mediante una deformaciéon de cizalla a lo largo de la direcciéon x de la red mostrada
en la fig. 34.

mientras que la otra conserva su posicion. Ademas, el resultado es anisotropico, con respuesta distinta a lo largo de
la direccién x que a lo largo de la direccion y.

5.12. Estructura oblicua

Como un ejemplo final, en la fig. 36 mostramos un codigo para el calcuo de la respuesta de una red oblicua,
obtenida de aquella en la fig. 34 mediante una deformacién de cizalla a lo largo de la direccion z. En este caso, la
respuesta macroscopica es anisotropica y la geometria del sistema no permite adivinar las direcciones de los ejes
principales, a diferencia de los ejemplos previos que eran o bien isotropicos o tenian ejes principales a lo largo de las
direcciones cartesianas. Por tanto, para hallar todas las componentes de la respuesta tensorial, se deben calcular las
respuestas proyectadas para distintas elecciones de la direccion longitudinal k. En el caso 2D bastaria considerar
proyecciones a lo largo de (1,0), (0,1) y (1,1). Sin embargo, en 3D requeririamos un conjunto mayor de proyecciones,
y un conjunto atn mayor para sistemas con actividad éptica. El moédulo Photonic: :LE: :NR2: : EpsTensor, cargado
en la linea 1, tiene el codigo para elegir las proyecciones requeridas, inicializar una geometria (Geometry) para cada
una de ellas, construyéndolas sobre la geometria provista méas genérica, sin el atributo DirectionO que define la
direccién longitudinal, y que se construye en las lineas 3-5 arriba, en donde empleamos el atributo primitive para
proveer a la geometria de los vectores primitivos no cartesianos de la estructura deformada, i.e., con el fragmento
primitive=>pdl([[1,0], [$shear,1]]) en la linea 5. El mdédulo EpsTensor construye el arreglo requerido de
calculadores de Haydock, uno para cada geometria Geometry. En las lineas 6-7 construimos un objeto EpsTensor
para extraer su arreglo de calculadores de Haydock. En las lineas 8-13 reciclamos estos calculadores conforme
construimos muchos objetos del tipo EpsTensor, uno para cada frecuencia, evaluamos la permitividad tensorial
correspondiente y la guardamos en el arreglo nd $eps_sheared. Finalmente, en las lineas 14-24 graficamos sus tres
componentes independientes.

La red resultante se muestra en la fig. 37. La permitividad correspondiente se muestra en la fig. 38. Notamos
que hay un corrimiento al rojo grande del pico principal con respecto al de las redes cuadrada y rectangular, y que
hay picos grandes negativos en la respuesta no diagonal. Las direcciones y valores principales podrian obtenerse
diagonalizando la matriz cuyos elementos se muestran en la fig. 38, dando origen a direcciones y eigenvalores
complejos que dependerian de la frecuencia. Los eigenvalores sin embargo deben tener necesariamente una parte
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Figura 37: Red oblicua de alambres conductores de Drude obtenida de una deformacion de cizalla de la red mostrada
en la fig. 34.
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Macroscopic permittivity gy

Figura 38: Parte imaginaria de las componentes independientes €37, €
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de la red mostrada en la fig. 37. El resultado correspondiente a la red cuadrada también se muestra para comparar.
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Figura 39: Reflexiones iridiscentes por la cuticula de un insecto (izquierda). La luz multiplemente reflejada de las
capas que conforman la cuticula interfieren constructivamente para distintas longitudes de onda en distintos angulos.
Estructura de Bouligand (derecha) consistente en capas formadas de fibras alineadas apiladas una sobre la otra,
cada una rotada con respecto a las capas vecinas.

imaginaria positiva.

6. Otras aplicaciones

En la seccion previa mostramos fragmentos de codigo para calcular la respuesta macroscopica no retardada de
sistemas 2D binarios, el caso més simple. En esta seccion presentamos algunos resultados recientes que ilustran cémo
nuestro formalismo puede ser tutil en un rango amplio de sistemas. En particular, mostramos resultados recientes
relacionados con estructuras foténicas que ocurren en la naturaleza, por ejemplo, en la cuticula de algunos insectos,
y que producen reflexiones de tipo metéalico que son iridiscentes (su color depende de la direccion desde donde se
les observe) y que corresponden a luz con polarizacion circular. La fig. 39 (izquierda) muestra una fotografia de
un insecto iridiscente con reflexiones de tipo metélico azules y verdes. La iridiscencia se debe frecuentemente a
la presencia de colores estructurales, colores que se originan no en la absorcion selectiva de la luz por pigmentos,
sino en las miltiples reflecciones desde superficies de sistemas multicapas las cuales interfieren constructivamente
para ciertas longitudes de onda para ciertos dngulos, como se ilustra en la esquina superior izquierda de la figura.
Sin embargo, las cuticulas de algunos insectos tienen estructuras de Bouligand [4], estructuras de tipo colestérico
formadas por delgados filamentos de quitina alineados que forman peliculas delgadas que se apilan una sobre otra
ligeramente rotadas, formando asi estructuras helicoidales (fig. 39 derecha). Las propiedades dieléctricas de cada capa
son anisotropicas, pues la respuesta a lo largo de las fibras difiere de la respuesta perpendicular a las mismas [19]. Sin
embargo, la permitividad microscépica varia casi continuamente a lo largo de la direccién de apilamiento, de manera
que podria esperarse que no hubiera reflexiones ni colores estructurales. Sin embargo, el sistema es periddico, pues la
respuesta se repite a si misma cada media vuelta de la orientaciéon. Para entender la apariciéon de colores estructurales
en este cristal fotonico, calculamos su estructura de bandas fotonicas empleando el paquete Photonic. En contraste
con los ejemplos presentados en secciones previas, en este caso el periodo del sistema es comparable a la longitud de
onda de la luz, la respuesta de cada capa es tensorial pues cada una es anisotropica, y hay mucho més de dos capas
distintas, i.e., éste no es un sistema binario sino un sistema multicomponente. Para obtener la estructura de bandas
fotonicas empleamos el médulo Photonic: :WE: :ST: :GreenP, el cual usa la ecuacion de onda (Wave Equation)
completa (WE) empleando una representacion espinorial (Spinorial) de ondas de Bloch contra propagantes en el seno
de un cristal fotonico multicomponente con una respuesta Tensorial (ST), para calcular la inversa del operador de
onda, i.e., la funcion de Green electromagnética, Proyectada sobre estados con una polarizacion dada (GreenP).
Los resultados se muestran en la fig. 40. La figura corresponde a un campo con polarizacién circular que rota en
la direccién de las manecillas del reloj en el plano x — y y que se propaga a lo largo de la direccién de apilamiento
de una estructura de Bouligand con permitividad epr = 8 a lo largo de las fibras y exyny = 4 en la direccion
perpendicular. Para vectores de onda k positivos, esta polarizacion corresponde a polarizacion circular derecha con
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Green's function £=8.00 £,,=4.00 Pol=(1,-i)

Wavenumber ga

Wavevector ka

Figura 40: Funcion de Green electromagnética proyectada sobre un estado de polarizacion (1, —i) correspondiente
a un campo electromagnético que rota en la direccién de las manecillas del reloj en un medio derecho de Bouligand
con un paso a, como funcién del vector de onda normalizado ka y de la frecuencia normalizada wa/c = ga. La
permitividad fue elegida como 8 a lo largo de las fibras y como 4 a lo largo de su normal. Puede observarse una
brecha en ka = 27.
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Dispersion relation (clockwise) £¢=8, £,n,=4
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Figura 41: Relacion de dispersion exacta para la estructura de Bouligand mostrada en la fig. 40.

helicidad negativa. Para k negativa la interpretacién debe revertirse, y corresponderia a polarizaciéon izquierda con
helicidad positiva. Notamos una regién brillante en la figura, correspondiente a un valor grande de la funciéon de
Green, lo cual corresponde a un campo que satisface la ecuaciéon de onda sin fuentes, es decir, a un modo normal
progante del sistema. La figura muestra una brecha prohibida, una region en la que no hay propagacion posible
para un vector de onda k = 27 /a y frecuencias alrededor de w € (2,2,3,1) X ¢/a para polarizaciéon circular que
corresponda a la helicidad de la estructura de Bouligand, i.e., la brecha aparece para polarizacion circular derecha
en una estructura de Bouligand que se asemeje a un tornillo derecho, y para polarizacion circular izquierda para
estructuras que se asemeje a un tornillo izquierdos. Si el sistema fuese iluminado con luz polarizada circularmente
con una frecuencia que caiga dentro de esta brecha, seria totalmente reflejada o seria transmitida, dependiendo
de la orientaciéon de su polarizacion. Si luz natural blanca iluminara esta estructura, algunos de sus colores cuya
frecuencia empate con la brecha serian reflejados, y la refleccion tendria polarizaciéon circular, mientras que otros
colores y otras polarizaciones serian transmitidas. Luego, la fig. 40 explica cualitativamente la observacion de las
propiedades oOpticas de cuticulas de insectos [4, 19, 17]. Resulta que este sistema particular puede resolverse de
manera exacta [17]. La fig. 41 muestra la solucién exacta analitica. Una comparacién con la fig. 40 muestra una
correspondencia perfecta con la soluciéon numérica obtenida con Photonic..

7. Conclusiones

Hemos desarrollado un formalismo que permite obtener la permitividad macroscopica y el campo electromag-
nético microscopico de metamateriales y cristales foténicos hechos de un ntimero arbitrario de particulas de formas
arbitrarias hechas de materiales arbitrarios embebidas en medios arbitrairos. Por arbitrarios queremos decir que
pueden bien ser, dieléctricos transparentes no dispersivos o conductores opacos, dispersivos y disipativos, o cualquier
tipo de material intermedio, cada uno caracterizado por una permitividad isotrépica o por un tensor dieléctrico
anisotropico. La frecuencia del campo puede corresponder a la region visible o a la region de microondas o de
radio, o a cualquier otra frecuencia, y la longitud de onda puede ser pequena o grande comparada con el tamano
de las particulas y de su separacién. La dimensionalidad del sistema puede ser arbitraria también, 1, 2, 3... Hemos
implementado el formalismo en un paquete libre y abierto, Photonic, escrito en Perl y empleando su extension
Perl Data Language para el procesamiento numeérico eficiente y el sistema de objetos Moo para organizar y en-
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samblar sus diversas componentes. La implementaciéon estd basada en la recursion de Haydock, la cual permite
construir eficientemente matrices tridiagonales que representan a los operadores relevantes. Hemos evitado operar
con grandes matrices densas realizando parte de los calculos en el espacio real y otras partes en el espacio reci-
proco. Hay diversos modulos correspondientes a distintos casos especiales. Discutimos con cierto detalle el caso de
metamateriales binarios en el limite no retardado, pues es el més simple. Ilustramos el uso del paquete a través
de ejemplos, calculando la respuesta de una red de alambres metalicos y sus cambios cuando el sistema se sujeta
a deformaciones, y comparamos los resultados con los de aproximaciones simples analiticas. También mostramos
algunos resultados para sistemas anisotropicos multicomponentes en el régimen retardado, obteniendo las bandas
fotonicas de ciertos cristales foténicos quirales y explicamos las curiosas propiedades 6pticas de algunas estructuras
biolégicas. Esperamos que este paquete se convierta en una herramienta ttil para otros investigadores y estudiantes
en el area.
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Resumen

En este trabajo utilizamos métodos de algebras de Lie para construir
el operador de evolucién temporal exacto para un sistema optomecédnico
que se acopla con un campo electromagnético mediante términos lineal
y cuadratico. Analizamos la relevancia de cada término en funcién de su
intensidad.

1. Introduccion

La optomecanica explora la interaccién entre la radiacién electromagnética
y un movimiento nanomecanico o micromecanico. La luz porta momento lo cual
da origen a fuerzas de presién de radiacién. Estas fuerzas fueron postuladas por
Kepler en 1619 y por Maxwell muchos anos después. La primera demostracion
experimental de estas fuerzas se dié en 1901 por Levedew. En 1909, Einstein
derivé la estadistica de las fluctuaciones de las fuerzas de presion de radiacion
que actiian sobre un espejo movible [1]. En la década de los 70’s Ashkin de-
mostré que haces de luz laser enfocados pueden usarse para atrapar y controlar
particulas dieléctricas [2], la posible aplicacién de usar esta fuerzas para enfriar
el movimiento atémico fue propuesta, entre otros, por Wineland en 1975 [3]. El
enfriamiento laser fue ampliamente desarrollado en los 80’s y su uso ha permitido
llevar el movimiento de iones a su estado base y es fundamental para los experi-
mentos de atomos ultra frios. En los 90’s se empezaron a explorar tedricamente,
diversos aspectos de sistemas de cavidades optomecanicas cuanticas como la
compresién de la luz y la deteccién de la intensidad de la luz que aprovecha la
nolinealidad efectiva tipo Kerr generada por la interaccién optomecanica (este
punto lo revisaremos més tarde, en la seccién de Teorfa). Se predijo también
que, para acoplamientos optomecédnicos grandes las no-linealidades cuanticas
darfan origen a estados enredados no clasicos del campo de luz y del oscilador
mecanico [4, 5].
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El sistema optomecénico més simple consiste en una cavidad unimodal Fabry-
Pérot con un espejo movible que se acopla con un oscilador mecénico. Estos re-
sonadores 6pticos se pueden realizar experimentalmente en muy diversas formas
con lo cual se pueden obtener distintos valores de las constantes de acoplamiento
entre el campo y el oscilador mecdnico. La referencia [6] es un excelente articulo
de revisién de sistemas optomecanicos que cubre hasta el 2014.

2. Teoria

Como mencionamos arriba, el sistema optomecanico mas simple consta de
una cavidad unimodal con un espejo movible acoplada con un oscilador mecani-
co. Debido a la presiéon de radiacién, la longitud de la cavidad puede verse
modificada por lo cual su frecuencia de resonancia se hace una funcién de la po-
sicién, se tiene también la contribucién del oscilador mecdnico. E1 Hamiltoniano
que describe este sistema es [7]:

H = hw(z)n + hw, N (1)

con N = bfb el operador de nimero de fonones, y 7 = a'é el operador de
nimero de fotones. La frecuencia de resonancia de la cavidad, considerando
desplazamientos pequenos en comparacién con la longitud original de la cavidad

%<<1es:
e
w(z) = 13 —wc<

A ~9
X X
~w.(l—Z 4+ =
) wel L+p%

siendo {w. = %¢, L}, la frecuencia y longitud original de la cavidad.
Definimos

1+ 4

h

b+ b) = wape(b+ b1
g (b4 B) = (b 451

(%:

como el desplazamiento a partir de la posicién de equilibrio. Los operadores I;,
bt son los operadores de aniquilacién y creacion de excitaciones del oscilador
mecéanico que cumplen la regla de conmutacién [13, ET] =1.

El Hamiltoniano es entonces:

H N o ~ N ~ ~
— = (we+ G)i+wn N — Gon(b+ b1) 4 2G1AN + Gia(b* + b1%).  (2)

En donde hemos definido

2
xzpt GO

Go = We 5 Gl = —.
L We

como las constantes de acoplamiento entre el oscilador mecénico y el campo
unimodal, estas tienen unidades de frecuencia. En el caso general consideraremos
valores independientes de las constantes de acoplamiento Gy y G1 ya que éstos
dependen del sistema particular bajo estudio. El caso con acoplamiento lineal y
un término de forzamiento en el campo fue estudiado en [8] utilizando métodos
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de algebras de Lie para obtener una aproximacién al operador de evolucion
temporal. En este trabajo consideraremos el caso en que el sistema no tiene
forzamiento externo con lo cual sera posible encontrar la solucién exacta al
problema.

2.1. Sistema optomecanico con acoplamiento lineal

Empezaremos con el caso mas simple en el cual solamente se tiene un término
de acoplamiento lineal entre el campo y el oscilador mecanico. El Hamiltoniano
del sistema se reduce a:

Hopt
h

En la siguiente tabla se muestran las relaciones de conmutacion entre los ope-
radores que aparecen en el Hamiltoniano.

= weh + w N — Gon(b+ b). (3)

(&)

fb | nbt

A 10| O 0 0 | 0
N|lo|l o |-ablabt| o
ab | 0] Ab 0 | a2 ]o0
abt | 0] —abt | =2 0 | 0
A2 10| 0O 0 00

Podemos ver que, si incorporamos en el Hamiltoniano un término propor-
cional a 72 entonces el conmutador entre dos elementos cualesquiera del Ha-
miltoniano serd un elemento del mismo, esto es, el conjunto de operadores serd
cerrado ante la operacién de conmutacién. Esto nos permite utilizar el teorema
de Wei-Norman [9, 10] el cual establece que si el Hamiltoniano es una combina-
cion lineal de operadores que cierran ante la operacién de conmutacién, entonces
es posible escribir el operador de evoluciéon temporal de forma exacta como un
producto de exponenciales (Wei-Norman, 1964 On global representations of the
solutions of linear differential equations as a product of exponentials).

Escribamos entonces el Hamiltoniano del sistema optomecanico como

5
Hopr = 0, X, (4)
n=1

con X1 = n, Xo = N, X3 = ab, X4 = nbl, X5 = a2 y el correspondiente
operador de evolucién temporal es:

Uopt =

n

ea”Xn — ealﬁ azl\ﬁfeagﬁl;fea4ﬁl;6a5ﬁ2. (5)

5
e

1

Notemos que el Hamiltoniano optomecdnico (3) no contiene términos que cam-
bien el niimero de fotones en la cavidad, entonces éste es solamente un parametro
que modifica la constante de interaccién entre el oscilador mecanico y el campo.
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Ahora debemos determinar a las funciones «; que aparecen en la exponen-
cial. Para hacerlo, sustituimos 5 en la Ec. de Schrédinger para el operador de
evolucién temporal y encontramos un conjunto de ecuaciones diferenciales ordi-
narias, no lineales que deben satisfacer. En este caso sencillo, es posible integrar
dichas ecuaciones y el resultado es

(651 = —iwct, (6)
(%) = —’met, (7)
Gy ot
= — 0 (1—¢emt), 8
[e%:] o, ( € ) (8)
Go .
— _—~(1-— —iwmt , 9
oy o ( e ) (9)
Go\’ :
s = <0> (zwmt -1+ e_let), (10)
W,
nétese que ag = —ovj. Normalmente la constante de acoplamiento Go < wp,

[11].

Dado un estado inicial |¥(0)) = |a) ® |T') = |a,T), siendo |a) un estado
coherente del campo y |I') un estado coherente del oscilador mecénico, encon-
tramos el estado del sistema a un tiempo ¢t mediante la aplicacion del operador
de evolucién sobre el estado inicial

(W (t)) = Uops ()| 0 (0)) = 172N gasib! goatboasi® | Ty, (11)

De acuerdo con Glauber [12] los estados coherentes del oscilador arménico
pueden obtenerse a partir de tres definiciones equivalentes, i) como aquellos
estados que saturan la relacién de incertidumbre de Heisenberg, ii) como aquellos
estados que son estados propios del operador de aniquilacién d|a) = ao|a) y iii)
como los estados que se obtienen a aplicar el operador de desplazamiento de
Glauber ﬁ(a) = exp [adT — a*d] sobre el estado de vacio. Usando cualquiera
de estas definiciones se obtiene el siguiente desarrollo en términos de estados de
numero |n):

) Z \ﬁ\n (12)

Cabe mencionar que para potenciales distintos al del oscilador arménico, los
estados coherentes obtenidos daran un resultado diferente dependiendo de la
definicién utilizada. Por ejemplo, si los construimos como eigenestados de un
operador de aniquilacién A = af (7), con la funcién f(7) una funcién del ope-
rador de numero, entonces los estados obtenidos no serdn estados de minima
dispersién ni seran iguales a los que se obtengan al aplicar un operador de des-
plazamiento generalizado [10, 13]. El operador de desplazamiento de Glauber
puede ser escrito en forma de un producto de exponenciales como mostramos
enseguida

* A

at — L1412 aat —
D(a):eaa ata _ o 3|l e o oza7
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en donde usamos la identidad eA+B = eAeBe—3IAB] y4lida cuando [A,[A, B]| =
[B, [A, B]] = 0. Entonces, puesto que a3 = —aj podemos escribir:

b’ g—agnb eélas‘zﬁzbé(asﬁ).
Cuando aplicamos el operador de desplazamiento a un estado coherente, el re-
sultado es una fase que multiplica a la suma de los estados coherentes [14]:

D(@)|p) = 2@ 7= Ma 1 ) = ™ a4 ).

Podemos entonces escribir el operador de evolucién temporal dado en la Ec.5
como:

Uopt(t) = eo‘lﬁe”Ne(%‘O‘3|2+0‘5)ﬁ2f)5(a3ﬁ). (13)

Aplicando el operador de evolucion al estado inicial obtenemos:

|\Il(t)> = e_%laﬁ Eoo jie_i(wct_lm(o@r*))kei(GO/wnl)Q(Wm,t_Sin(wrnt))kz|k7rk(t)>
k!
k=0
(14)
con
Go

Wm

Fk(t) — (F + kag)e—iwmt — Fe—z’wmt —k (e—iwmt _ 1)

)

notamos la presencia de enredamiento entre el campo y el oscilador mecanico.

Una vez que conocemos el operador de evolucién temporal podemos calcular
el valor medio de cualquier observable del sistema. Consideremos el nimero
medio de fonones dado como

\J —|a|? = |a‘2k
(OINR(1) = ey = |0 + askl?, (15)
k=0
la suma puede hacerse explicitamente obteniendo el resultado (tomando I" € R).

(N(t)) =T2 +2 <G°> (1 = coswmt) KO":;O

Wm

> (Ja* +1) — a|2r] . (16)

La expresién anterior puede generalizarse a:

COlF O =142 (22 (1= coswnt) | (£2) iatho) - (wlatoir]
Wi, Wm

Donde [¢) es cualquier estado inicial del campo. En la figura 1 mostramos la
evolucién temporal del nimero medio de fonones en funcién del valor de la cons-
tante de acoplamiento GGy para un campo con n = 4 y el oscilador mecénico en
un estado coherente con I' = 2. Notamos que para valores pequenos de ésta
(Go/wm < 1), el nimero medio de fonones es una funcién periédica decrecien-
te, esto es, el oscilador mecanico se enfria y regresa al valor inicial de forma
periédica. Aumentando la constante de acoplamiento notamos un mayor enfria-
miento llegando practicamente a cero pero, cuando el valor de la constante de
acoplamiento aumenta maés, el nimero medio de fonones cambia drésticamente
su comportamiento llegando a calentar al oscilador mecénico [15].
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Figura 1: Valor medio del nimero de fonones para un estado inicial con n = 4,
I' =2, Gy = 0,1 (azul), Go = 0,3 (naranja) y Gy = 0,6 (verde). La frecuencia
del oscilador mecanico es w,, = 1.

2.2. Sistema optomecanico lineal y cuadratico

Regresemos al Hamiltoniano dado en la Ec. 2

% = (We + Gt + wi N — Gon(b + b1) + 2G1aN + Gya(h? + bt?),

en donde ahora vamos a conservar todos los términos. Primero notemos que el
operador de numero de fotones 7 es una constante de movimiento ya que [ﬁ ,h] =
0, entonces podemos interpretar el Hamiltoniano como un Hamiltoniano en el
cual el numero de fotones es un parametro y escribir un Hamiltoniano para cada
valor de este parametro

()

= = (@ +Gn+ wmN — Gon(b + b") + 2G1nN + Gyn(b? + bt?)

el

0<i45<2

y vemos que los tnicos operadores que aparecen en el Hamiltoniano son

{5, BT, ]\7, 32, BTQ, T} los cuales forman un algebra de Lie finita, esto es, el conjunto
es cerrado ante conmutacion por lo cual es posible aplicar el teorema de Wei-
Norman y escribir el operador de evoluciéon temporal como

~ (n)pt2 p(n)it  5(n) (n)p g(n)p2  5(n)
U(n) — eﬂ1 b 652 b eﬂ:s Neﬁ4 beﬁs b 655 (]_7)

Procediendo de manera similar a la utilizada para el caso con acoplamiento
puramente lineal, se obtiene un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias
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para las funciones 52-(71)

M = (@) + 4820 + 28 ) (18)
i = (el w28l +ap pV el + sV el (19)
B = z<¢>§"1+4ﬂ§"><1> ) (20)
B = —z<<1><1+25<”><1>")> (21)
'én) _ —i@(n) 265" (22)
Bén) = ((I)(no +32n +‘I) (231n "‘an ) (23)

con las condiciones iniciales ﬁi(n)(t = tg) = 0. Es claro que ya no sera posible
obtener las funciones 62-(”) de forma analitica sino que habra que recurrir a una
solucién numérica.

Conocido el operador de evoluciéon temporal podemos calcular el valor espe-
rado de las observables. Para el caso de el operador de niimero de fonones N
tenemos:

(N (D) = (RO ONTD @] w(0) = (POINeE)  (24)

El operador de nimero de fonones en la representaciéon de Heisenberg es:
N(n,t) = U™ &b 0™ ()

= (0T @ETTw) (T ) (25)

tomando la forma explicita del operador U () y aplicando la transformacién
obtenemos:

gmiptg) = giwmt ( —ay" bT )e_o‘én)i) — Oéz(ln)e_a‘(&n))
= B+ £V + (26)
T = g—iwmt ((eagm 4aln)aén)e—a§">> b 2a§n)e—a§">i;r)

+ e iwmt (ag") — 2a§n)ai")efa§n))
= £+ 0 (27)

de donde, el operador de niumero de fonones en la representaciéon de Heisenberg
es:

Nnt) = (AR + BR8N+ (B0R7 + 5780 ) T+ 10 10
R G R S LR R TR s R L
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Si tomamos como estado inicial del sistema una cavidad con n fotones y un
oscilador mecdnico en un estado coherente |I'), [¥(0)) = |n) ® |I') obtenemos:

(N(n,t)) = (fifs+ fofs) TP+ (fofs + fafo) + frfsT*2 + fofal®

+ (fifo+ fafs) T" + (fofs + fafa) T
= Wo|T|> + Uy + UoI™*? 4+ U3T? + Uy T* + UsT (28)

en donde por simplicidad en la notacién hemos omitido la dependencia de las
funciones f; en el parametro n. A partir del cdlculo numérico, se puede compro-
bar que f1 = fi, fo = f& vy f3 = f¢ que es una manera de checar que el calculo
es correcto.

Si el estado inicial del campo es un estado coherente |a), entonces

> 1al2k
(N t)) = e 3 1 k) (29)
k=0 ’

El caso de un sistema optomecanico con acoplamiento solamente cuadratico, se
obtiene a partir del caso general haciendo Gy = 0 y dejando G; como un niimero
independiente de Gy. Este sistema fue estudiado en [16].

5 10 15 20 25

Figura 2: Valor medio del nimero de fonones para un estado inicial con n = 4,
' =2, Gy = 0,0, G = 0,01 (azul), G; = 0,04 (naranja) y G; = 0,09 (verde).
La frecuencia del oscilador mecénico es w,, = 1.

En la figura 2 se muestra la evoluciéon temporal del nimero medio de fonones
dado un estado inicial |[n = 4,T" = 2) cuando solamente se tiene el término
con acoplamiento cuadrético. Podemos observar que el nimero de fonones es
una funcion oscilatoria que siempre toma valores mayores al inicial y regresa
periodicamente a éste. Notamos también que la frecuencia de las oscilaciones y
la amplitud de estas se incrementa conforme aumenta el valor de la constante
de acoplamiento. En todos los casos que se muestran en la figura el valor de la
constante de acoplamiento G es menor a w,y,/10.

En la figura 3 se muestra la evoluciéon del nimero de fonones partiendo
del mismo estado inicial cuando se tienen acoplamientos lineal y cuadratico si-
multaneamente. Los valores de Gy y de G; son los mismos que usamos para la
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Figura 3: Valor medio del ntimero de fonones para un estado inicial con n = 4,
I'=2,Gy=0,1, Gy = 0,01 (azul), Gop = 0,3, G1 = 0,04 (naranja) y Gy = 0,6,
G1 = 0,09 (verde). La frecuencia del oscilador mecédnico es w,, = 1.

figura 1 y 2 respectivamente. En la primera figura 1 vimos que el comportamiento
pasé de ser enfriamiento (disminucién del ndmero de fonones) a calentamien-
to (aumento del nimero de fonones) dependiendo del valor del acoplamiento
Go. En la segunda figura 2 notamos siempre un proceso de calentamiento (el
nimero de fonones crece con respecto al inicial) y a mayor valor en la constan-
te de acoplamiento G; mayor es el aumento en el nimero medio de fonones.
El comportamiento del sistema cuando se tienen ambos acoplamientos muestra
claramente que los efectos no son la suma de los acoplamientos individuales.
Solamente en el caso en que el acoplamiento cuadrético es pequefio, se tiene un
comportamiento similar al dado en la primera figura.

1 1 1 1 1 1 1
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

Figura 4: Valor medio del nimero de fonones para un estado inicial con o = 2,
I'=2 Gy=0,1y Gy =0,01. La frecuencia del oscilador mecéanico es w,, = 1.

Finalmente, en la figura 4 se muestra la evolucién del nimero medio de fo-
nones para el caso en que se tienen acoplamientos lineal Gg = 0,1 y cuadrético
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G1 = 0,01 con un estado inicial que es un producto de estados coherentes del
campo « = 2 y del oscilador mecdnico I' = 2. La presencia del acoplamien-
to cuadratico hace que se produzcan fenémenos de interferencia debido a las
diferentes frecuencias involucradas como mencionamos al analizar las figuras 2
y 3. Recordemos que la constante de acoplamiento efectivo depende del valor
del nimero de fotones. Esta figura muestra la presencia de colapsos y reavi-
vamientos también observados cuando se tiene un sistema con acoplamiento
puramente cuadratico [16] y nos recuerda el comportamiento de un Hamilto-
niano de Jaynes-Cummings [14] en donde un sistema de dos niveles se acopla
con el campo de una cavidad. En este caso, se tiene un acoplamiento fuerte entre
el sistema atémico y el campo. Los colapsos y reavivamientos que se muestran
en la figura dependen del valor de las constantes de acoplamiento, si usamos
valores mas grandes para Gy y G los colapsos y reavivamientos se presentan
con mayor frecuencia y menor definicién.

3. Conclusiones

En estas notas hemos presentado un método basado en algebras de Lie con el
que es posible obtener el operador de evolucién temporal ezacto para un sistema
cuyo Hamiltoniano forme un algebra de Lie finita. Aplicamos el método a un
sistema optomecanico con acoplamiento lineal y a uno con acoplamientos lineal
y cuadratico. En ambos casos se tienen Hamiltonianos cuyos operadores forman
un algebra de Lie finita. Encontramos que en el caso en que el estado inicial del
campo es un estado coherente y se tiene un acoplamiento cuadratico no nulo,
el sistema presenta colapsos y reavivamientos en el valor esperado del nimero
de fonones, similar al de un sistema tipo Jaynes-Cummings en donde un campo
coherente se acopla con un dtomo de dos niveles [17]. Cuando el acoplamiento es
solamente lineal, no hay estos colapsos y reavivamientos, solamente oscilaciones
de Rabi. En estas notas reportamos solamente el cdlculo del niimero medio de
fonones, en las referencias [8, 17, 18] podran encontrar el cdlculo del valor medio
de las cuadraturas, dispersiones, parametro de Mandel y funcién de Husimi
para el caso sin forzamiento y con forzamiento del campo asi como para un
sistema hibrido que consta de un sistema de dos niveles acoplado con un sistema
optomecanico.
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Una dindmica no adiabatica del campo electromagnético puede desencadenar la
generacion de fotones a partir del vacio cuantico. Los atajos a la adiabaticidad,
en cambio, son protocolos que imitan la dindmica adiabatica del campo a tiempo
finito. En este trabajo mostramos cémo el término contradiabatico del algoritmo de
seguimiento sin transicion cancela, exactamente, al término responsable de la pro-
duccién de fotones en el efecto Casimir dindmico. Este resultado sugiere que la en-
ergia necesaria para producir fotones de vacio esta relacionada con el costo energético
del atajo. Ademas, si el sistema opera bajo un ciclo termodindmico cuéntico, confir-
mamos una equivalencia entre los trabajos adiabatico y no adiabético. Finalmente,
nuestro estudio revela que la identificacion de estas observaciones no reportadas solo

es posible utilizando el llamado enfoque de Hamiltonianos efectivos.
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I. INTRODUCCION

Desde donde no hay luz (vacio), se pueden crear fotones reales si el campo electro-
magnético es sometido a cambios no adiabdaticos. Este impresionante fenémeno se conoce
como el efecto Casimir dindmico (ECD) [1, 2]. Fue predicho por primera vez utilizando
una cavidad de longitud variable [3] y confirmado experimentalmente en la arquitectura
de circuitos cudnticos superconductores [4, 5]. Ademds de ser fundamental para la teoria
cuantica de campos [6], el ECD puede tener aplicaciones en nanofoténica, nanomecanica
y quimica, ya que modifica la fuerza Casimir estética [1, 7, 8]. Asimismo, el ECD es un
proceso de electrodinamica cuantica que ocurre a un tiempo tiempo finito y se espera que
sea relevante en la termodindmica cudntica de procesos finitos [9-11]. Por ejemplo, en un
refrigerador cuantico a bajas temperaturas, el ECD domina e impone un limite tltimo para
el enfriamiento [12]. La razon de este limite es un proceso de calentamiento producido por

las excitaciones no adiabaticas del ECD que hacen cumplir la tercera ley [13].

Por otro lado, los atajos a la adiabaticidad, llamados STA por sus siglas en inglés, son
protocolos que imitan la dindmica de sistemas adiabaticos (cudnticos o clasicos) a tiempos
finitos [14-16]. Los STA estén recibiendo mucha atencién en la termodindmica cuantica,
ya que aumentan la potencia de salida de los motores de calor cuanticos al acortar sus
procesos adiabéticos (isentropicos) [17-21]. Los STA actiian como lubricantes cudnticos [22],

produciendo una evolucién sin friccién al contrarrestar las excitaciones no adiabaticas.

Teéricamente, podemos estudiar los STA y el ECD usando al oscilador armoénico. Por
ejemplo, el trabajo de Muga y colaboradores [23] introdujo uno de los primeros STA basados
en el algoritmo de sequimiento sin transicion [24]; esto autores lograron cambiar la frecuencia
de un oscilador sin generar transiciones a un tiempo finito. Para el ECD, una de sus versiones
mas simples ocurre en una cavidad no estacionaria de un solo modo, modelada precisamente

mediante un oscilador armoénico con frecuencia dependiente del tiempo.

En este trabajo, utilizando un enfoque de Hamiltonianos efectivos [25], describimos en
detalle como el potencial no local que surge de los STA combate la generacién de fotones
en el ECD. Mostramos que los términos de compresion (squeezing en inglés) que aparecen
tanto en el ECD como en los STA son los mismos, pero con signos opuestos, lo que implica
que la energia necesaria para producir fotones de vacio se relaciona con el costo energético

del atajo. Ademas, con el enfoque de Hamiltonianos efectivos, se hacen transparentes ciertos
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resultados de los STA en la termodinamica cuantica, por ejemplo, la equivalencia entre los

trabajos adiabatico y no adiabatico.

Para hacer nuestro articulo lo méas autocontenido posible, lo estructuramos de la siguiente
manera. Primero, la seccion II A repasa los STA basados en el algoritmo de seguimiento sin
transicion, y la seccion IIB discute el STA del oscilador arménico cuantico con frecuencia
dependiente del tiempo. A continuacion, la seccién III A describe el enfoque del Hamil-
toniano efectivo aplicado al ECD y muestra que el término de compresién responsable de
generar fotones es el mismo (con signo opuesto) que el término contradiabético obtenido en
la seccion 11 B. Esta observacién simplifica la estructura del Hamiltoniano correspondiente y
facilita el cdlculo del trabajo de salida cuando el sistema opera bajo un ciclo termodinamico

cuantico, seccion 111 B. Finalmente, exponemos nuestras conclusiones en la seccién 1V.

II. ATAJOS A LA ADIABATICIDAD
A. Algoritmo de seguimiento sin transicién

Revisaremos brevemente la formulacién de Berry de los atajos a la adiabaticidad basada
en el algoritmo de seguimiento sin transicién, ya que es mds directa y esclarecedora [14, 24].
Para un Hamiltoniano dependiente del tiempo Ho(t) que satisface Ho(t)|n(t)) = E,(t)|n(t)),
la aproximacién adiabética establece que |, (t)) = e ®|n (1)) es una solucién aproz-
imada de la ecuacién de Schrodinger cuando Hy(t) varfa lentamente. Aqui, 7,(t) =
i fodt'(n(t)|[0sn(t))] ¥ 0.(t) = — [ dt' E,(t')li~" son las fases geométricas y dindmicas.
A continuaciéon veremos como obtener dicha solucién aproximada. Con fines pedagogicos,
seguiremos el procedimiento realizado en [26] que describe la aproximacién adiabética en
mecénica cudntica. Se comienza con la ecuacién de Schrodinger i.9,|(t)) = Hy(t)[0(t)).
Un solucién general es [1(t)) = 32, ca(t)e®@|n(t)), donde 0,(t) = —1 [ dt'E,(t') se le
conoce como la fase dindmica, y |n(t)) satisface Ho(t)|n(t)) = E,(t)|n(t)). cn(t) son los

coeficientes de expansién dependientes del tiempo que deben ser determinados. Tomando
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la derivada respecto al tiempo de |1(t)) obtenemos

T = 3 ) Oln(r)
+ Z 10, (t)cn(t eie"(t)|n(t)>
+Z@Lﬁ“ In(t)),

1 -
= - H(Bln(t).

Usando la ecuacién de eigenvalores y observando que 6, (t) = —E,(t)/h, la ecuacién anterior
se simplifica a > e[, (¢)|n(t)) + ¢, (t)d|n(t))] = 0. Tomando el producto interno con
(m(t)| y utilizando la ortonormalidad asociada con los estados propios a tiempos iguales, se

obtiene la siguiente ecuacion diferencial

1)+ 3 O ()] [ L n(e))] = o 2

Por otro lado, al tomar la derivada temporal de la ecuacion del valor propio, obtenemos

Ho(D) (1)) + Ho(D)dun(1)) = En(t)[n(t)) + En(t)8i|n(1)). Esto implica que

(m(0)| HoDln(1)) = [Bu(t) — B (0)m(0)][ 2 n(0))] (3)

Esto significa que '
(o) [g7inten] = RO ()

Sustituyendo esto en la ecuacién para é,,(t) obtenemos

enlt) =~ enlt) (1) [%\mof»}

RONORC (m(t)|ﬁ(t)|n(t)) (5)
= ealt)el 0) e

n#Em

La aproximacion adiabéatica consiste en no tomar en cuenta el segundo término en el lado
derecho de la ecuacién anterior [26], es decir, ¢, (t) & —cn(t) (m(t)|[0:m(t))], que tiene la

siguiente solucién
Cn(t) = exp (— / arm(t)] [ m(t'>>]) cn(0), ©)

lo cual puede reescribirse como ¢,,(t) = e"®¢,,(0), donde v, (t) = i fot dt' (m(t")|[ 2 |m(t))]

se conoce como la fase geométrica o fase de Berry cuando la evolucién es ciclica. Por lo
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tanto, [(2)) = >, cn(0)em e M|n(¢)). Si el sistema comienza en un estado propio, |n)
of ﬁo(t = 0), entonces continuard en el estado propio |n(t)) de Ho(t), ya que ¢;(0) =0 a
menos que i = n, en ese caso ¢,(0) = 1. La solucién dentro de la aproximacién adiabética
es 1y (1)) = e W™ Oln(t)).

El objetivo del algoritmo de seguimiento sin transicién es encontrar un Hamiltoniano
cudntico H(t) tal que ih 8|1, (t)) = H(t)|1,(t)), sea una solucién ezacta de la correspondi-

ente ecuacion de Schrodinger

iR a (1)) = H()[Wn(t). (7)
El operador de evolucién temporal U (t) también satisface la ecuacién de Schrodinger
ihd,U (t) = H(t)U(t), entonces H(t) puede extraerse de H(t) = ih,U(t) U'(t). El siguiente
paso es encontrar una forma explicita del operador de evolucién. Afortunadamente, al elegir
U(t) = 3 [tn(t))(n(0)], obtenemos U (t)|m(0)) = [th(t)). Por lo tanto, U(t) es, de hecho,

una eleccion apropiada, donde su derivada temporal es

20 =3 {300 a0 (m00)

+16,(8) [ (1)) (n(0)] ®)
40600 [ )] (n(o)] )
Multiplicando la ecuacién anterior por U T(t) conseguimos
PO 11 = 3 {i5a) (03 (1)
Fi0,0) () n(0)] + [ n(e)] 1)}

Por lo tanto, el Hamiltoniano buscado es

H(t) =, {Euln)(n| +ih(|9in)(n| — (n]dm)|n)(n])}. (10)

Noétese que hemos adoptado la notacién simplificada |n) = |n(t)), E, = E,(t) y |0mn) =
dn(t))/dt. Uno puede separar H(t) en dos partes, H(t) = Ho(t) + Hy(t), donde Hy(t)

Hy(t) = ) ih(|0m)(n] — (n|dm)|n){n]) (11a)

son conocidos como el Hamiltoniano de referencia y el Hamiltoniano contradiabatico, re-

spectivamente [24].
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B. Oscilador arménico cuantico dependiente del tiempo

Elegimos el Hamiltoniano de referencia ffo(t) como el Hamiltoniano del oscilador arménico

cudntico con frecuencia dependiente del tiempo, w(t) (suponemos m = 1)
wi(t)2?, (12)

donde % y p son, respectivamente, los operadores cuanticos de posiciéon y momento que
satisfacen la relacién candnica de conmutacién [Z,p] = ih. Los eigenvalores instantédneos
correspondientes son F,(t) = w(t)(n 4+ 1/2). Ndétese que asignamos la masa del oscilador
a la unidad para conectarla con el Hamiltoniano cudntico del campo electromagnético no
estacionario en la seccién IITA. Para obtener H; (t) se necesita conocer los eigenestados
instantdneos |n(t)) de Hoy(t). En la representacion de coordenadas, estos son

(n(t) = = | 2] i, (e /07R)

o (202,

donde H,, son los polinomios de Hermite. Usando la relaciéon de recurrencia de H,,, Muga

y colaboradores [23] probaron que (n|d;n) = 0, simplificando Hy(t) = ihY>, |dn)(n|. Al

(13)

calcular la derivada temporal de (13) se puede demostrar que el término contradiabético

para el oscilador arménico cudntico dependiente del tiempo es [23]

Hy(t) = — (Zp + pi), (14)

donde el punto en w(t) representa la derivada temporal. El resultado anterior implica que

|t (t)), ver seccién IT A es una solucién exacta de la ecuacion de Schrodinger al usar

H(t) = % + %w2(t)502 _ o) (Zp + p2). (15)

El Hamiltoniano (14) es un operador no local, que representa un potencial no local. Dado
que tiene una estructura cuadrética en términos de & and p, el Hamiltoniano (15) puede ser
visto como un oscilador armonico generalizado. Aunque la dindmica a tiempo finito generada
por H (t) satisface y sigue, de manera exacta, a la solucién adiabatica del Hamiltoniano de
referencia ]flo(t), queremos enfatizar que al observar Unicamente la estructura algebraica

de la Ec. (15), no es obvio entender por qué esto ocurre. En otras palabras, hasta este
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momento no sabemos en detalle como el nuevo término contradiabatico, proporcional a
Tp + px, combate la evolucion no adiabatica generada por el Hamiltoniano del oscilador
armonico cudntico dependiente del tiempo (12). Aclarar tal cuestién es, precisamente, el
objetivo de este trabajo.

Primero, note que H;(t) in (14) estd asociado con el operador de compresién de la éptica
cudntica [27-29], como se demuestra en [23, 30, 31]. En segundo lugar, es bien sabido que el
oscilador arménico cuantico dependiente del tiempo genera, durante su evolucion, un efecto
de compresion en las cuadraturas del sistema. Por lo tanto, es razonable pensar que en
(15) el término contradiabatico H;(t) deberfa de alguna manera compensar la evolucién de
compresién generada por Hy(t).

Debido a la discusién anterior, nos gustarfa escribir (15) en términos de los operadores
escalera. Sin embargo, escribir los operadores de creacién y aniquilacién adecuados del
oscilador arménico cuantico dependiente del tiempo, equivalentes a una métrica espacio-
temporal dependiente del tiempo, no es una tarea trivial en absoluto [31-36]. Nosotros, por

ejemplo, podria trabajar con los operadores escalera “instantaneos” dados por [23] (A = 1)

L witif, a = i—ip
ay = 2w(t)[ Bz +ipl, a 2w(t)[ (t) pl. (16)

Evidentemente, dado cualquier protocolo comience en ¢ = ty y termine en t = t;, la fre-
cuencia del oscilador w(t) tedra los valores fijos w, y wp para t < to y t > t;, respecti-
vamente. En esos casos, la Ec. (16) se reduce a la conocida definicién de los operadores
escalera del oscilador arménico con frecuencia constante [26]. La ecuacién (16) implica que

&= (al+a,)/\/ 2w(t) y p = i(al —a,)\/w(t)/2, lo cual, al sustituirse en (15) uno obtiene [23]

(1) = w(t) (ala + %) _ i4ww<2) (a1 - &2). (17)

Nuevamente, la ecuacién anterior no nos proporciona una visién clara de como genera la
dindmica adiabatica del Hamiltoniano de referencia ﬁo(t). En cambio, nos ofrece un resul-
tado importante, el segundo término (la compresién) de (17) puede escribirse sin el subindice
temporal ¢ [23]. Esto se puede hacer debido al hecho de que para cualquier modulacién de
frecuencia w(t), la combinacién ia)”> — a2 siempre es igual al término independiente del
tiempo Zp + px, por lo tanto, el primero puede ser calculado de manera segura a cualquier

momento dado. En particular, y para la conveniencia de la discusién de la Sec. IIT A, lo

evaluamos al principio de un protocolo dependiente del tiempo dado, es decir, a lo largo del

167



articulo siempre escribiremos Hy(t) = —iw(t)(al? — a2)/4w(t). Por el contrario, el primer
término de (17), &I a;+1/2, no es igual a ninguna combinacién independiente del tiempo de &
and p. En realidad, el Hamiltoniano de referencia (12) escrito en términos de los operadores
escalera instantdneos (16) a t = ¢y se ve como

Hy(t) = w, <% ao + ;) [‘;25%) + %}

(18)

4w 4L

@] a2 | i2) [u)?(t) B 1}
Para evitar cualquier confusion, tenga en cuenta que w(t) en la ecuacién de arriba proviene
del Hamiltoniano de referencia (12), mientras que wj, es la frecuencia a la que los operadores
escalera instantdneos (16) estén definidos. Como era de esperar, si w(t) — wo, Hi(t) =0y
H(t) = Hy(t) = wo(dfa, +1/2). Cuando la modulacién de frecuencia tiene la forma w(t) =
wo + f(t), con f(t) una funcién dependiente del tiempo arbitraria (usualmente periddica),
Ho(t) = woladay +1/2) 4 f2(t)(al’ + a2 + 24 a, + 1) /4wy tiene una estructura algebraica que
se ha utilizado para investigar la evolucién de los estados coherentes en un medio Kerr [37].
Vale la pena mencionar que (18) posee un término de compresién independiente del tiempo
(&82 + a?), que, desafortunadamente, no puede ser eliminado con el que se encuentra en
H, (t). Sin embargo, en la siguiente seccién, mostramos explicitamente cémo es posible
obtener un Hamiltoniano de referencia efectivo ﬁo(t) que contiene al término de compresion
que cancela fll(t). Esta idea proviene naturalmente de los estudios de campos de cavidad

no estacionarios en los que ocurre el efecto Casimir dindmico.

III. EFECTO CASIMIR DINAMICO

A. Enfoque de Hamiltoniano efectivo

El ECD, un nombre introducido por Schwinger [38], fue predicho por Moore en 1970 [3].
Sin embargo, la teoria original no contaba con un Hamiltoniano, por lo que durante muchos
anos el ECD se estudié en la representacion de Heisenberg. No fue sino hasta 1994 que C. K.
Law derivé un Hamiltoniano efectivo para el ECD, permitiendo una descripcion equivalente
en la representacién (imagen) de Schrodinger [39]. Las caracteristicas esenciales del ECD,
como la generacion de fotones de vacio, estan capturadas por la version de un solo modo de

dicho Hamiltoniano efectivo, que es el Hamiltoniano del oscilador arménico dependiente del
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tiempo [1, 2]. A continuacién, mostramos los pasos bdsicos para obtener el Hamiltoniano
efectivo de un solo modo del oscilador dependiente del tiempo.

Primero, necesitamos la representacion de Heisenberg para los operadores escalera in-
stantdneos. Reemplazamos en (16) la representacion de Heisenberg de los operadores de
posicién y momento, es decir, ay = [w(t) Z4 + ipg]/+/2w(t), donde el subindice H en &y y fy

indica que estos estan en la imagen de Heisenberg. En segundo lugar, tomamos la derivada

temporal
day 1 diy | .dpy
= = ) —=2 4=
dt 20() O+ %]
N 1 dw(t)in
V2w(t) dt "
1 dw(t) R

"o @ WO+ ],

- — lol0) By = 00°0) &)
- ity + A (19)
De la misma manera,
d% = Hiw(t)a + %@dzgwdl{. (20)

Para obtener (19) y (20) hemos sustituido las ecuaciones de movimiento correspondientes
para los operadores de posicién y momento diy/dt = py v dpy/dt = —w?(t)Zy. En este punto,
destacamos que las ecuaciones (19) y (20) no son, propiamente, ecuaciones de movimiento
mecanico cudnticas [26]. En su lugar, las obtuvimos al derivar con respecto al tiempo
la definiciéon del operador escalera instantaneo. Sin embargo, utilizamos las ecuaciones de
movimiento adecuadas de los operadores de posiciéon y momento generadas por el Hamiltoni-
ano del oscilador arménico dependiente del tiempo, es decir, Hy(t) de (12) en la ecuacién de
Heisenberg dOy /dt = i[Hy(t), O4], donde Oy es un operador arbitrario en la representacion de
Heisenberg. Observe que, a diferencia del caso de frecuencia constante, las ecuaciones (19)
y (20) muestran un término adicional debido a la dependencia explicita del tiempo de los
operadores escalera (16).

En segundo lugar, para entender la idea de cémo funciona el enfoque de Hamiltonianos

efectivos, lo ilustramos con el caso de frecuencia constante. Si w(t) — wy, day/dt = —iwyay
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y ddgI Jdt = iwodil. Suponiendo que por alguna razén solo se nos proporciona la informacion
de estas ecuaciones en lugar del Hamiltoniano en si. La pregunta crucial es, ;qué Hamilto-
niano en la representacién de Schrodinger puede generar las ecuaciones anteriores? Si tal
Hamiltoniano existe, las ecuaciones proporcionadas pueden interpretarse como ecuaciones

de movimiento cuanticas adecuadas. Para este caso simple, es facil ver que Heg = wodgdo

A

realiza la tarea deseada ya que [Heg, Gy = —wydy.
Ahora, para un control de frecuencia arbitrario w(t) y observando que [de, ay) = —2&8,
no es dificil mostrar que el Hamiltoniano efectivo,
- it 1 dw(t) . .
Ho(t) = w(t)aba, +i ®) (ag2 —ap), (21)

dw(t) dt
de hecho genera las ecuaciones (19) and (20) [1]. Este Hamiltoniano efectivo, derivado por
primera vez hace casi tres décadas en el contexto del EDC, describe una cavidad electro-
magnética con un espejo mévil, donde su frecuencia esta dada por w(t) = 7/q(t) y q(t) es la
trayectoria prescrita del espejo [39]. El Hamiltoniano de [39] muestra términos adicionales
que contabilizan una interacciéon entre modos inducida por las condiciones de frontera del
campo no estacionario. Sin embargo, estudios posteriores [40-45] muestran que cuando el
campo de cavidad no estacionario soporta un solo modo, (21) se puede considerar de manera
segura como la versién mas simple donde se puede manifestar el Efecto Casimir Dinamico
(ECD). Por ejemplo, bajo las condiciones resonantes w(t) = wo[l + € sin(2w,t)], (21) predice

un crecimiento exponencial de fotones [42-44]
(0]Uta}a,U|0) = sinh? (ew,t/2) (22)

donde U es el operador de evolucién temporal correspondiente de Heg(t), d,]|0) = 0 define
el estado de vacio, y ¢ < 1 es una modulacién de amplitud pequena. La ecuacién (22)
es conocida como la radiacién de Casimir o radiacion de vacio, y es consecuencia de las
condiciones de contorno no adiabaticas del campo representadas por el segundo término
de (21).

Es notable que, al reemplazar ]flo(t) por su Hamiltoniano efectivo fisicamente equivalente
Hg(t) en la definicién de H(t), es decir, H(t) = Hg(t) + H,(t), obtemos

~

H(t) = w(t)ala,. (23)

Esta ecuacién muestra, de manera clara y precisa, que la dindmica de tiempo finito gen-

erada por el atajo a la adiabaticidad es, en efecto, la que estda dada por el oscilador
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armoénico cudntico con una frecuencia instanténea w(t). Dado que el término contradiabético
Hi(t) = —iw(t)(af? — a2)/4w(t) cancela el término de compresién no adiabatico inducido
en (21), el operador de evolucién temporal serd U = exp[—i [ dt'w(t )aba,, 1o cual implica
que (0|U T&gdoff |0) = 0. Por lo tanto, sin importar qué tipo de modulacién de frecuencia
se utilice, la generacién de fotones de vacio es imposible al realizar un atajo a la adiabati-
cidad. Cabe destacar que, desde un enfoque diferente, una conclusién similar fue obtenida
recientemente aprovechando la simetria conformal del sistem [46]; ver también [47].
)

Al usar (23) es fécil escribir la energfa final, (H(t;)) = w 1{@pa,), en terminos de la energfa

~

inicial (H (to)) como
(H(tg)) = (wr/wy) (H(to))- (24)

La expresion de arriba es un resultado comun que se encuentra en el limite adiabatico de
sistemas con simetria dindmica de invariancia de escala, donde (wj /wf)l/ 2 se conoce como
el factor de escala adiabatico [48, 49]. Sin embargo, debido a que (23) contiene el uso de
un STA, es decir, H(t) = H.g(t) + Hy(t), la relacién entre las energfas inicial y final es
valida para cualquier protocolo fisico unitario de tiempo finito que fuerce I:Ieff(t) a través
de w(t) y no solo para la aproximacién adiabdtica. Ciertamente, H(t) sigue estrictamente
la solucion adiabatica del Hamiltoniano de referencia ]:Io(t) pero en un tiempo finito. Una
consecuencia inmediata de este resultado se encuentra en la termodindmica cuantica de
tiempos finitos [9]. Por ejemplo, podemos elegir H(t) como el Hamiltoniano dependiente del
tiempo asociado con la sustancia de trabajo de un motor térmico cudntico [50, 51]. Cuando
la cavidad no estacionaria sufre una expansién (compresién), la longitud de la cavidad
aumenta (disminuye) y la frecuencia disminuye (aumenta), lo que termina con una energia
interna més baja (alta) (24). Este comportamiento se asemeja al encontrado con un pistén
termodinamico. Cabe senalar que la situacién previamente discutida no es evidente cuando

se utilizan las expresiones estandar de H(t) mostradas en (15) o (17).

Aunque el término contradiabdtico Hi(t) tipicamente desaparece al inicio (¢o) y al final
(tf) de un STA, obtener una relacién entre las energfas inicial y final utilizando (17) no es
directo. Esto se debe a que el Hamiltoniano inicial (final) H(¢) depende de los operadores
instantaneos al tiempo t = t, (t;). Por el contrario, H(t) en (23) siempre esté escrito en
términos de operadores a un momento especifico, nosotros usamos ty pero el resultado se

mantiene valido para otros momentos de tiempo.
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B. Implicaciones termodinamicas cuanticas

El ciclo cudntico de Otto opera entre dos reservorios, uno caliente y uno frio, y es un ciclo
termodinamico paradigméatico ampliamente utilizado por la comunidad de termodinamica
cudntica [52, 53]. El ciclo consta de cuatro fases: dos fases adiabdticas (isentrépicas) en las
que la sustancia de trabajo (la cavidad no estacionaria en nuestro caso) sufre una compresién
y expansion mientras esta aislada de los reservorios de calor; y dos fases cuanticas isocoricas
en las que el sistema se pone en contacto con un reservorio, aqui la frecuencia de la cavidad
tiene valores fijos y ocurre transferencia de calor (termalizacién), pero no se realiza trabajo.
Durante la fase de compresion, la frecuencia de la cavidad, w(t), aumenta desde un valor
inicial w; hata ws, mientras que en el proceso de expansion, esta va desde wy a w;. Durante

la fase isocérica caliente (fria), la cavidad se relaja a un estado térmico con temperatura Tj,
(Te)-

Para el estado térmico py, = exp(—hw;ala,/kzT)Z ", donde Z es la funcién de particion,
el niimero promedio de fotones es (afia,) = tr{pmabi,} = £ coth(hw;/2kzT) —1/2. Con esto
y con la ayuda de (24), podemos calcular las energias promedio (H(t)) de la cavidad no
estacionaria en cada una de las fases del ciclo de Otto. Dado que usamos un STA, estos
valores coinciden con los obtenidos durante el proceso adiabatico lento [50]. El trabajo
promedio (W), calculado como tr{pAH} con AH siendo el cambio en el Hamiltoniano [19],
durante las fases de compresién y expansion es (W)comp = 2(ws — wy) coth(hw, /2kT,) y
(W)exp = 2(w1 — wo) coth(hwa/2kTy,), respectivamente. Luego, el trabajo total por ciclo
(de tiempo finito), (W) comp+ (W )exp, €s igual al trabajo de salida en el ciclo adiabético lento.
Este resultado esperado confirma que hemos utilizado un STA en el ciclo termodinamico.
Al calcular la eficiencia correspondiente del motor, sin el costo del STA, se obtiene el valor
méximo posible 7 = 1 — w;/wy a potencia finita [17]. Por supuesto, para ser justos con
el ciclo adiabatico lento, aiin debemos considerar el costo termodinamico de implementar
el atajo [17-21, 54]. Sin embargo, todavia hay un debate en curso sobre cémo calcular
correctamente este costo y, tan importante como eso, como incorporarlo en la eficiencia
del motor, véase [14]. Interesantemente, cualquier propuesta que desee utilizar el término
contradiabdtico H(t) para calcular el costo del STA nos dird que el costo energético de
producir fotones de vacio esta relacionado con el costo del atajo, ya que H, (t) es el mismo

que el término de compresién del efecto Casimir dinamico.
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IV. CONCLUSIONES

Mostramos que, con el enfoque de Hamiltoniano efectivo de la 6ptica cuantica, se puede
identificar rapidamente que el término contradiabéatico de un atajo a la adiabaticidad asoci-
ado con el oscilador arménico cudntico dependiente del tiempo es igual (con el signo opuesto)
al término de compresion inherente al efecto Casimir dinamico. Exhibimos el combate en-
tre la evolucién no adiabatica generada por el ECD y el STA, siendo este tltimo el que
intenta imponer una dindmica adiabatica en todo momento. Confirmamos la equivalencia
entre los rendimientos de trabajo adiabatico y no adiabético al usar un STA en un ciclo
termodinamico cuantico. También mostramos que el costo energético de producir fotones
de vacio puede relacionarse con el costo del atajo. Dado que principalmente trabajamos con
operadores escalera, estos resultados pueden ser dificiles de obtener solo con los operadores
de posicién y momento, que son predominantes en la literatura de STA. Finalmente, seria
interesante explorar otros Hamiltonianos contradiabaticos, que se cree que son dificiles de

implementar, y buscar su contraparte en el Hamiltoniano efectivo, y viceversa.
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1. Introduccion

En las ultimas décadas, la cosmologia observacional y el aprendizaje profundo han crecido signifi-
cativamente. En cosmologia, nuevas misiones espaciales y observatorios buscan resolver enigmas como
la naturaleza de la energia oscura y la tensién de Hubble. Simultdneamente, el aprendizaje profundo
ha revolucionado campos como la vision por computadora y el procesamiento del lenguaje natural,
mostrando ser una herramienta clave para analizar los vastos datos generados por proyectos como el
Vera C. Rubin, el Square Kilometre Array y el satélite Euclid |15} [19].

El aprendizaje profundo ha demostrado su utilidad en problemas de clasificacién, simulaciones de N-
cuerpos [7,|9], inferencia estadistica [17], y reconstruccién de funciones |12], entre otros. En particular,
las Redes Neuronales Fisicamente Informadas (PINN, por sus siglas en inglés) ofrecen una alternativa
prometedora a los métodos numéricos tradicionales, permitiendo resolver ecuaciones diferenciales e
integrales combinando datos observacionales con informacién matemética [32, 30, |8].

A diferencia de los perceptrones multicapa (MLP), las PINN no requieren soluciones precélculadas,
ya que su entrenamiento se basa en cumplir expresiones matematicas especificas, lo que las convierte
en una técnica de aprendizaje no supervisado. Ademds, las PINN tienen ventajas sobre los MLP al
evitar el sobreajuste y proporcionar un marco continuo que permite derivarlas, integrarlas y evaluarlas
repetidamente [4} |18].

En cosmologia y astrofisica, las PINN son especialmente ttiles para la delimitacion de parametros,
ofreciendo un método eficiente para resolver sistemas complejos en la inferencia de parametros cos-
moldgicos, reemplazando técnicas tradicionales como las cadenas de Markov (MCMC) [18| [14], como
lo veremos a lo largo de este trabajo. E]

2. Modelos Cosmolégicos

2.1. Modelo A-CDM

Aunque las soluciones a las ecuaciones de Einstein permitian un universo en expansion, esta idea
gand relevancia hasta 1929, cuando Edwin Hubble observé nebulosas extragaldcticas y mostré que el
universo se encuentra en expansién [16]. Este hecho marcé el nacimiento de la cosmologia moderna
como una ciencia observacional.

El modelo cosmoldgico estdndar, conocido como A-Cold Dark Matter (A-CDM), destaca por su
simplicidad y su capacidad para describir observaciones cosmolégicas clave:

= Fondo Césmico de Microondas (CMB): Predice con precisién la anisotropia del CMB, segtin
datos del satélite Planck [34].

LGran parte de este trabajo se basa en la tesis de Maestria: ” Optimizacién de sistemas Astrofisicos y Cosmoldgicos
con Redes Neuronales Fisicamente Informadas”.
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» Abundancia de elementos ligeros: Explica las proporciones de D, *He y 7Li [38].

= Estructura a gran escala: Sus parametros concuerdan con el espectro de potencia angular del
CMB y las distribuciones espaciales de galaxias [1].

= Expansién acelerada: Describe la expansién acelerada observada en supernovas tipo Ia [36].

= Lente gravitatoria: Explica la distorsién de luz por objetos masivos [3].

2.2. Componentes del Universo

El modelo A-CDM considera las siguientes componentes:
= Materia bariénica: Formada por protones, neutrones y electrones.
= Radiacién p,: Incluye particulas relativistas como fotones y neutrinos.

= Materia oscura fria: Materia no relativista que interactia solo gravitacionalmente |24, pp.
63-73].

= Constante cosmolégica py: Representa la energia oscura responsable de la expansion acelera-
da.

El contenido del universo se describe como la suma de densidades p = ), p;. Cada componente
obedece una ecuacién de estado barotrépica:

pi = (vi — 1)pi, (1)

donde v, =4/3, ym =1y ya = 0. La evolucién de las densidades es:

Pm = Pm,0 a73’ (2)
Pr = Pr,0 a_4, (3)
PA = PALO- (4)

En términos del corrimiento al rojo z, la ecuacion de Friedmann parametrizada es:

H2
Vi Qro(1+2)" + Qo(1+2)* + (1 — Qo) (1 + 2) + Q0. (5)
0

En el modelo A-CDM esténdar, se desprecia la radiacién debido a su irrelevancia en épocas tardias.
Asumiendo un universo plano, la ecuacion se simplifica a:

H = Hy\[ Qo1+ 2)° + Qa0 (6)

donde €, o ¥ 24,0 son los pardmetros de densidad actuales. Para z = 0, la ecuacién se puede reescribir
como:

1=Qmo+ Qo (7)

Finalmente, la evolucién de Q,,(z) estd definida por:

dj_ 3x
dz z+1

=0, (8)

con z = 2, y la condicién inicial zy = Oy, 0.
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2.3. Enmergia oscura paramétrica

El marco del modelo cosmolégico estandar permite atribuir la expansién acelerada del universo a
la contribucién de la energia oscura. Lo anterior es un problema, pues aun se ignora mucho sobre la
naturaleza de la componente principal del cosmos, con casi 70 % [22, [23] de la contribucién energética
y que determina la dindmica del universo.

Al tratarse a la energia oscura como un fluido representado por la constante cosmoldgica A, una
primera aproximacién fuera del modelo estandar es asumir que si dicho fluido es dindmico, su ecuacién
de estado, w, no deberia ser constante y, por ende, esta evolucionard con el tiempo cdsmico, o en
funcién de z [27]. Este comportamiento se puede expresar con la relacién:

wfz) = 22, (9
p(2)

Dicho lo anterior, es posible proponer distintas parametrizaciones de la ecuacién de estado w(z),
que dependeran de una serie de parametros que luego podrén ser inferidos a partir de las observaciones.
Se han propuesto muchos modelos para w(z), siempre intentando que estos permitan extraer la mayor
informacion relevante de los datos y teniendo en cuenta en todo momento que estos modelos no
provienen de una teoria fundamental. Posiblemente, la parametrizaciéon mas conocida sea la propuesta
por Chevallier-Polarski-Linder (CPL) [10] y por [25] de manera independiente en 2005, cuya ecuacién
de estado se define en la expresién:

W= wp + wq (10)

1+2z
Donde wq y w, son los parametros libres a ser delimitados. La popularidad de esta parametrizacién
radica en varios puntos: el primero es su sencillez, pues solo depende de dos parametros libres, de los
cuales ademads se cuenta con una interpretacion fisica natural; wg es el valor de la ecuacién de estado
a z = 0, es decir, medida al dia de hoy; y w, determina el comportamiento para grandes corrimientos
al rojo. Cabe resaltar que la ecuacién estd bien definida cuando el corrimiento al rojo tiende a
infinito. También se ha probado [26] una relacién entre la ecuacién de estado global w y w,, dada por

la ecuacién:
W = —2w

Y1 (11)

/ d
con w = 7dln(a)w'

La parametrizacion CPL es particularmente util para describir el comportamiento de la energia
oscura en tiempos cosmolégicos tardios, donde tiene mayor relevancia, y es insignificante en épocas
tempranas. Aunque estudios previos, como los de [27] utilizando datos de SNTa, han demostrado que
CPL no es la parametrizacién que proporciona la mayor cantidad de informacién sobre w(z), sus
caracteristicas positivas la convierten en una extensién apropiada del modelo estandar, razén por la
cual fue adoptada en este trabajo.

En el modelo estandar, la parametrizacion de la energia oscura se asume constante, resultando en la
evolucién de wy. En el marco CPL, al sustituir la ecuacién [J en la ecuacién de continuidad, se obtiene
la evolucién descrita por:

dpn  3pa WaZ
—_— = 1 =0. 12
dz 1+2 tuwot 142 (12)
Integrando, se obtiene la densidad de energia oscura:
pa = prol1 + 2ol (222 ) (13)
’ 1+2

En un universo plano, ignorando la contribucién de la radiacion, la ecuaciéon de Friedmann en el
marco CPL toma la forma:

3wz
H(z) = H% oL+ 9 + (1 + 2100wt exp - 222, (14)
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Dada esta expresion, la distancia comovil se calcula integrando:

d/
de i

(15)

1 z
" Ho / .
0 Bwg 2z’
Qo1+ 2/)3 + Qi (1 + 2/)30w0+0) exp (321 )
Como se mencioné en la seccién de distancias cosmolégicas, la distancia comévil permite calcular
la distancia luminosa mediante la relacién:

dr, = (1+ z)dc. (16)

2.4. Quintaesencia

El modelo de quintaesencia surge como una propuesta para explicar la expansion acelerada del
universo observada por [36] mediante supernovas, y respaldada por estudios del Fondo Césmico de
Microondas [39] y las Oscilaciones Acisticas de Bariones (BAO) [13]. A diferencia del modelo estdandar,
donde la constante cosmoldgica A (con w = —1) se asocia a la energfa oscura, quintaesencia propone
un campo escalar dindmico.

El lagrangiano asociado al campo escalar ¢ es:

1
L = 50,00"6 ~ V(®), (a7)
donde V(¢) es el potencial [5]. A partir de este lagrangiano, se obtiene la ecuacién de movimiento:
; 1%
3H — =0. 18
O+ 3HO+ 52 (18)
La densidad y presién asociadas al campo escalar son:
1.5
p= 58 +V(9), (19)
1.5
p=58-V(®). (20)

Quintaesencia se caracteriza por una ecuacién de estado w = p/p, y su densidad estd parametrizada
por §)g, relacionada con la densidad total 2,,, = 1—Qg. A diferencia de A, esta componente evoluciona
en el tiempo, es espacialmente inhomogénea, y tiene presiéon negativa, permitiendo explorar escenarios
més alld del modelo estdndar [6].

El modelo @-CDM incluye quintaesencia en un espacio plano con métrica FLRW, junto a las
particulas y componentes del modelo A-CDM, excluyendo A. Este modelo describe un universo que
evoluciona desde la inflacién, pasando por etapas dominadas por radiaciéon y materia, hasta la actual
dominacién de quintaesencia. Campos escalares como el escalar de Higgs o el inflatéon refuerzan la
relevancia de esta propuesta en la fisica moderna [33].

La expansién del universo en este modelo esté descrita por la ecuacién de Friedmann , donde
pm €s la densidad de energia asociada a la materia y k9 = 87G es la constante de gravitacién de
Einstein.

1.
H? = k2 (pm + 5(;52 + V) . (21)

La ecuacién de Klein-Gordon se ha resuelto utilizando métodos numeéricos basados en sistemas
dindmicos, con diversos potenciales V' [11]. Esto implica reformular la ecuacién en un sistema acoplado
mediante el cambio de variables (22):

ac:\/%q.5 _ KoV (9)
V6H ' V3H

El sistema resultante se expresa en términos de las ecuaciones (23)):

(22)
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= —Sr A7+ fa(l +a? =) (23)
L= —MOgyl + 3y(1+ 2% — y?),
donde N = 1In(a) y la ecuacién de restriccién es:
RoPm 2 2 _
s Ty =1 (24)

El sistema requiere especificar condiciones iniciales {xg, yo}, una tarea delicada debido a su sensi-
bilidad al valor inicial de ¢ [20]. Por ejemplo, [29] utilizan el formalismo de inflacién estocéstica para
estimar posibles valores de ¢g. Otro enfoque es el método de disparo (shooting).

Por tdltimo, [40] seleccionan cuidadosamente las condiciones iniciales para lograr un comportamiento
de descongelamiento, donde el campo escalar inicialmente estd congelado en una region plana del
potencial, comportandose como una constante cosmoldgica. Utilizan el método de disparo para estimar
Q4,0 mediante:

Qpo=1- ZQO (25)

El método de disparo es robusto y flexible para tratar las condiciones iniciales |2, pp.174], aunque
presenta desafios como la complejidad computacional y problemas de estabilidad numérica en ciertos
casos.

3. Redes Neuronales Fisicamente Informadas

3.1. Redes Neuronales y su Entrenamiento

Las redes neuronales artificiales (ANN, por sus siglas en inglés) son modelos computacionales
inspirados en el funcionamiento del cerebro humano, disenados para procesar informacién y resolver
problemas a través del aprendizaje. Una red neuronal consta de miultiples capas de nodos, también
llamados neuronas, que estan conectados mediante pesos ajustables. Cada nodo recibe entradas, las
procesa a través de una funcién de activaciéon no lineal, y genera una salida que se transmite a las
neuronas de la siguiente capa. Este esquema se puede resumir en la ecuacion:

vi=f Zwijxj +bi |, (26)
J

donde y; es la salida de la neurona i, z; son las entradas, w;; son los pesos, b; es el sesgo, y f es una
funcién de activacién como ReLU o sigmoide.

El entrenamiento de una red neuronal se realiza a través de un proceso iterativo de optimizacién
de una funcién de costo. Este proceso busca minimizar la diferencia entre las predicciones de la red y
las salidas reales esperadas. El entrenamiento sigue tres pasos principales:

1. Propagacién hacia adelante: Se calculan las salidas de cada capa mediante las conexiones y
funciones de activacion, hasta obtener la prediccién final de la red.

2. Caélculo de la funcién de costo: Se evaliia una métrica, como el error cuadratico medio (MSE)
o la entropia cruzada, que mide el desempeno de la red.

3. Propagacion hacia atras: Usando el algoritmo de retropropagacion y un optimizador como
Adam, se ajustan los pesos y sesgos mediante el gradiente descendente para minimizar la funcién
de costo.

El entrenamiento se realiza en batches, repitiendo estos pasos durante multiples épocas, que corres-
ponden a un recorrido completo del conjunto de datos.
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3.2. Perceptrén Multicapa (MLP)

El Perceptrén Multicapa (MLP) es una de las arquitecturas mds bédsicas y comunes de redes neu-
ronales. Consiste en una capa de entrada, una o més capas ocultas, y una capa de salida. Cada capa
oculta aplica transformaciones no lineales a las entradas provenientes de la capa anterior, permitiendo
que el modelo aprenda representaciones complejas de los datos.

Una caracteristica importante del MLP es su capacidad para aproximar funciones continuas gracias
al teorema de aproximacién universal [28], que garantiza que una red con al menos una capa oculta
suficientemente grande puede aproximar cualquier funcién medible dentro de un rango determinado.

El entrenamiento de un MLP es supervisado, es decir, se basa en pares de datos de entrada y salida
(X,Y). Sin embargo, esta arquitectura también puede adaptarse a otros paradigmas de aprendizaje,
como es el caso de las redes neuronales fisicamente informadas (PINN), las cuales prescinden de las
etiquetas y se entrenan directamente a partir de expresiones matematicas.

El aprendizaje profundo es un paradigma de la inteligencia artificial encargado del estudio y de-
sarrollo de las técnicas de entrenamiento de las redes neuronales artificiales, un objeto computacional
inspirado en el funcionamiento del cerebro, con capas de neuronas interconectadas que procesan infor-
macién y aprenden patrones.

La propiedad fundamental de las redes neuronales es que son un aproximador universal de funciones
[28] y esta habilidad se ve potenciada al utilizar distintas arquitecturas de red que cumplan con
objetivos especificos. Las redes neuronales mas sencillas son las conocidas como perceptrones multicapa
o totalmente conectadas (fully-conected) descritas en el capitulo anterior.

El enfoque descrito anteriormente motiva el desarrollo de un tipo de red neuronal que, aunque
se basa en la arquitectura de un perceptrén multicapa, incorpora informacién matemaética relevante
sobre el fenémeno que se desea modelar. Estas redes se conocen como Redes Neuronales Fisicamente
Informadas (PINNs, por sus siglas en inglés).

3.3. Modelando funciones implicitas

La idea fundamental detrds de las PINN radica en la capacidad de una red neuronal de aproximar
funciones, pero a diferencia del aprendizaje supervisado mencionado en el capitulo anterior, se propone
estructurar una nueva forma de aprendizaje a partir de una expresién matemética de una funcién dada
y no necesariamente de datos, de tal manera que la red sea capaz de emular una funcién v inmersa en
una funcién implicita F cuya forma general estd dada por la ecuacién

F (u,{t;},0) =0, (27)

donde; {t;} es el conjunto de variables independientes del fenémeno; © representa los pardmetros
libres de la relacién F, asociados al fenémeno también; y u = u ({t;},©). Asi, la intencién es que la
red neuronal emule la funcién u a través de pedirle que satisfaga la relacién F, como en

Hacer que la red neuronal satisfaga [28| se puede lograr definiendo la funcién de costo

L= F(ANN ({t:},0),{t:},0)". (20)

Es de mencionar que hasta aqui se sigue trabajando con la arquitectura de un MLP comun y
corriente, simplemente se ha definido una nueva funcién de costo que permite incorporar una expresion
matematica de forma directa.

A partir de la expresién analitica £, se generan los puntos que serviran para el entrenamiento de la
red (los que antes eran X, Y, pues ahora t; es la variable independiente y Y no es necesario), siguiendo
una cierta distribucién (usualmente uniforme) dentro de un rango determinado para las variables {¢;},
donde después se continia con la optimizacién de la funcién de costo de la misma manera que para un
MLP. Es entonces este proceso de entrenamiento lo que define a una PINN y la diferencia de un MLP
convencional.

Al prescindir de las etiquetas para entrenar a esta red neuronal, se tiene un caso de aprendizaje no
supervisado. Ademads, en este caso el aprendizaje se obtendra a partir de una expresién analitica por
lo que los puntos que se le proveerdn estardn libres de ruido o sesgo observacional (a menos que se
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combine con datos observacionales como se trata en la seccién . Como no hay restricciones sobre
la relacién F més alld de satisfacer las condiciones del teorema fundamental de aproximacién [28|,
la cantidad de funciones que se pueden emular de esta manera es considerable. Sin embargo hay un
tipo en particular que es fundamental para las matemaéticas y la fisica, el caso cuando a F la definen
operadores diferenciales.

3.4. Ecuaciones diferenciales

El caso particular mas importante de funcién implicita se da cuando la relaciéon F describe una
ecuacion diferencial o sistema de ecuaciones diferenciales. Por simplicidad, primero se considerard el
caso de una ecuacién diferencial ordinaria (EDO), la forma mds general de una EDO estd dada por la
ecuacion B0l

du d*u du
Fltu, — —,...,—,0 ] =0. 30

( 7u7 dt 9 dt2 ) b dtn ) ) ( )
Por lo que al sustituir la ecuacion |30[en la se obtiene la funcién de costo

dt a2 77 din (31)

Asi, una vez que se ha minimizado la ecuacién el modelo provisto por la PINN podra emular
la solucién original: ANN ~ u.

2 m 2
E}-:f(t,ANN, dANN7dANN .dANN76> .

3.5. Condiciones iniciales y de frontera

Para que la solucién de una ecuacién diferencial F quede completamente determinada, es necesario
establecer condiciones extra a la determinada sélo por F, estas son los valores de la funcién solucién
a algunos valores fijos de la(s) variables independientes. Dichas condiciones se denominan condiciones
iniciales, cuya expresién general para ecuaciones de una sola variable estd dada por 32

ﬁ(?ﬁO) — Ug =0 22071,2,...771. (32)

A los sistemas de ecuaciones diferenciales que deben cumplir con condiciones iniciales como las

definidas en [32] se les denomina problemas de valor inicial.

En términos generales la solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales esta definida sobre un
dominio © C R"™ es comun que ciertas condiciones deban ser impuestas sobre la frontera de €, 9f.
A diferencia de las condiciones iniciales, estas restricciones no se dan sélo en puntos extremos de un
intervalo, sino sobre todo un intervalo que parametriza a 0. Condiciones de este tipo se denominan
condiciones de frontera y de forma general dependen de las derivadas parciales de la solucién, como
se representan en la ecuacion

. 0
y Uy —=
g\ tk ot]

Dado que siempre se tendran condiciones iniciales y muy frecuentemente se establecerdn restric-
ciones sobre la frontera del dominio, la PINN deberd ser capaz de cumplir tanto con condiciones de
frontera como con condiciones iniciales. Existen dos enfoques a través de los cuales se puede forzar a la
PINN a cumplir condiciones iniciales o de frontera, y seran detallados a continuacién en las secciones

B0y B-7

=0, Vi €00 (33)
o0

3.6. Condiciones iniciales y de frontera como componentes del costo (por
imposicién)
Es la optimizacion de la funcién de costo lo que determina si el modelo ha aprendido o no. Por lo

que es natural afirmar que si la funcién de costo [29]es la que constrifie el comportamiento global de la
red, se puede anadir una componente que represente el comportamiento sobre determinados puntos o
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regiones del dominio. Por lo que se definen las nuevas componentes del costo L, y Laq, definidas en
las ecuaciones y [35] que representan las contribuciones de todas las condiciones iniciales y de
frontera respectivamente.

diANN 2\
Luy = Z (dti(tO) - UE))> ; (34)
. 2
"ANN
k ty 00

Asi pues cuando se intente resolver una ecuacién diferencial con determinadas condiciones iniciales
y de frontera se deberdn considerar las contribuciones del costo dadas por la ecuacién diferencial £z,
las de las condiciones iniciales £,,, v las de las constricciones de frontera Lsq. Por lo tanto, la funcién
de costo a optimizar es la suma de Cuando las condiciones del sistema se consideran de
esta manera, se dice que son incluidas por Imposicién

L=LFr+ Euo + Laa - (36)

Es importante notar que en términos generales las componentes de la funcién de costo no
dependen de las variables independientes, por ejemplo las componentes [34]y [35] son constantes respecto
a dichas variables. Sin embargo, estas funciones de costo si dependen de los parametros de la red, por
lo que es posible obtener las derivadas parciales respecto a esos parametros y propagar el error hacia
atrés como se indica en la seccién 3.2

3.7. Parametrizacién

Existe un esquema alternativo al mencionado en la seccion donde la carga de satisfacer las
condiciones iniciales o de frontera recae directamente sobre la funcién de costo, se trata del descrito
por |21]. Este enfoque se basa en asumir que se tiene una ecuacién diferencial de la forma que precisa
de cumplir determinadas condiciones iniciales y de frontera, cuya solucién puede expresarse como una
funcién U(t,0), donde 6 son pardmetros ajustables intrinsecos a la solucién. Entonces se obtiene la
ecuacién diferencial B7]

(37)

dv ¥ 4"
0)=0.
dt’ de2’ 77 din’ >

(o 22

No se deben confundir los parametros © y 6: los primeros son los pardmetros libres asociados al
fenémeno que describe la ecuacién diferencial y los segundos son los pardmetros ajustables intrinsecos
a la funcién solucién, que mas adelante seran los pesos y sesgos de la red neuronal. La forma en la que
W cumple con las condiciones iniciales y de frontera es definirla como la suma de dos funciones, como
se indica en la ecuacién

\II(tv 0) = ¢(t) + (tv ANN(ta 0)) ’ (38)

donde ¢(t) satisface las condiciones iniciales o de frontera y no contiene pardmetros ajustables; AN N (t, 0)
es un perceptrén multicapa, por lo que 6 son sus pesos y sesgos; y ¥ se construye de tal manera que
no tenga contribucion en las condiciones iniciales o de frontera y su forma dependera de cémo sean las
dichas condiciones.

Es entonces la parametrizacién ¥(t,0) de la red neuronal la que dard la solucién de la ecuacién
diferencial y ademaés dicha solucién cumplira las condiciones iniciales y de frontera del problema. Por
lo que la red deberd ser siempre parametrizada por V¥, incluso durante el entrenamiento, como se puede
ver en la figura[l] La funcién de costo para el esquema de parametrizacion estd dada entonces por la
ecuacién [39)

T 20 g \?
v d d ) (39)

= U — —— ..., —
E\]/ F<t7 ) dt7 dtQa ) dim a(—)
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du d*u d"u
]:(t,u, E, E.[ﬁ,@) =0.

ANN(t; ) ————— U (t,0) = ¢(t) + ¢ (t, ANN(t,0))

v

2 n 2
Actualizacion de los parametros ¢ Ly=F <t, v, ﬂ’ Q7 - Q7 @>
60 de la red dt " dt? dtr

Figura 1: Proceso de entrenamiento de una PINN, asociada a un sistema de ecuaciones diferenciales
cuyas condiciones seran satisfechas por el método de parametrizacion. ANN se parametriza por ¥
para cumplir condiciones iniciales y de frontera, luego ¥ es evaluada en el sistema de ecuaciones y
se genera la funcién de costo Lg que serd minimizada actualizando los pardmetros 6 de la red. La
solucién al sistema F es V.

Dos de los problemas con restricciones sobre la solucién del sitema son el problema de Dirichlet y
de Neumann, donde las condiciones de Dirichlet se dan sobre la solucién evaluada en el dominio y su
frontera, como se indica en la ecuacion

du d’u d"™u

EoUy ——y —y ey —— = Q

‘F( 7u’ dt? dt2 ) ) dtn ?6) 0 €n )
g(t)=0 en Of.

Por otro lado, las condiciones de Neumann se dan al evaluar la funcién en el dominio y las derivadas
sobre la frontera del mismo, como se indica en la ecuacién (1]

(40)

du d*u d"u
F ({tk},u, E, @,..., dtn,@) =0 en Q,
, ()
u
gu Q.
ot 0 en 0

Dado que en este trabajo se abordaran las ecuaciones cosmolégicas contenidas en los primeros 4
capitulos, es suficiente definir dos parametrizaciones del tipo ¥: las correspondientes a los problemas
de valor inicial de Dirichlet y los problemas de Neumann.

En el caso que tomamos una ecuacion diferencial de primer orden, el problema de valor inicial se
transforma en las ecuaciones (42

{ F(tu, %,0) =0, )
u(to) = up.

Para este caso, la forma de construir ¥ es la misma que la propuesta por . La condicién
inicial independiente de los pardmetros de la red es la constante ¢(t) = wug, y la parte que rige el
comportamiento global de la solucién, pero que no contribuye a las condiciones de frontera es ¢ =
(1 — e~ (t=t))ANN(t,6). Entonces la parametrizacién de la red para el problema de valor inicial est4
dado por la ecuacién
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U(t,0) = uo + (1 - e_(t_to)) ANN(%,6). (43)

Nétese que es posible elegir distintas parametrizaciones ¥ que cumplan con ¥(tg,0) = wug, pero
esta elecciéon cumple dos propiedades interesantes, que debido a la velocidad de convergencia de la
exponencial son dificilmente igualables:

cuando t — o0, Py — ANN (44)
cuando t — tg, ¥ —> ug exponencialmente.

Por otro lado, las condiciones de Neumann para una ecuacién diferencial de segundo orden estan
dadas por

‘F(t?u) %7%?9) :O7
u(to) = Ug, (45)
%ho = 0.

Para este caso, la parametrizacién es derivada de la pues asi se heredan las porpiedades antes
mencionadas. Para el caso de un problema de Neumann la parametrizacién esté definida por la ecuacién
40l

2
U(t,0) = uo + (t — to)vo + (1 - e—<f—fo>) ANN(L,6). (46)

3.8. Datos observacionales

En el aprendizaje supervisado, los datos utilizados para el entrenamiento de los modelos a menudo
provienen de observaciones, lo que puede implicar la presencia de incertidumbre, sesgos y ruido.

Datos de baja calidad pueden inducir sesgos en el modelo o llevar a que aprenda patrones irrele-
vantes, afectando su capacidad para generalizar y hacer predicciones precisas sobre nuevos datos. Un
ejemplo comun de este problema es el sobreajuste.

El sobre ajuste es posiblemente el principal problema cuando se estd entrenando una red neuronal
[41] [37], se trata del caso cuando el modelo se ha adaptado demasiado a los datos de entrenamiento,
al punto de que es incapaz de generalizar lo aprendido haciendo predicciones sobre elementos fuera del
conjunto de entrenamiento.

Las PINN son un tipo de redes neuronales que es menos sensible a los sesgos o ruido de los da-
tos observacionales, pues cuenta con una componente muy importante: una directriz matematica.
Esta directriz permite guiar el comportamiento global del modelo en algunos puntos clave o incluso
el comportamiento global, pero velando por hacer una descripcion de los datos lo mas acertada posible.

Incluir datos observacionales al entrenamiento de las PINN se consigue a través del método de
entrenamiento descrito en la seccién En el caso de una red neuronal totalmente conectada el
entrenamiento se rige por la optimizacion de la funcién de costo y una PINN, por la de la funcién
Al considerar la contribucién de los datos observacionales a través de la métrica L4414 (puede ser el
error M SE u algin otro), esta se puede incluir dentro de la funcién de costo total como se indica
en la ecuacién

L = a1Lggta + o LF + agﬁuo + asLyq (47)

Los coeficientes « sirven para modular la influencia de cada componente y su impacto ulterior sobre
el modelo resultante, entre menor sea su valor, menor serd la influencia de esa contribucién sobre el
comportamiento final de la red. Generalmente el rango de « estd dado entre 0 y 1, donde 0 representa
la nula contribuciéon sobre el modelo final. El valor de cada uno dependera, por ejemplo de qué se
espera tomar mas en cuenta en el modelo final: si se tienen datos muy ruidosos, posiblemente se quiera
que o1 < Q9.
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3.9. Integrales

El enfoque numérico es esencial cuando se trata de integrales sin solucién analitica. En esta seccién
se demostrard cémo las PINN ofrecen una alternativa poderosa para resolver integrales, mostrando su
aplicabilidad mas alla de las ecuaciones diferenciales.

El Teorema Fundamental del Célculo establece una relacién entre la derivada y la integral de una
funcién bajo ciertas condiciones. Formalmente, si h : [a,b] — R es una funcién continua, entonces la
funcién u definida como:

t
u(t) = / h(t', ) dt' + g | (48)
to
es continua en el intervalo [a, b] y diferenciable en el intervalo abierto (a,b), y ademds cumple que:
du
— = h(t,0). 49
= h(t,©) (49)

Por lo que una integral se puede llevar al problema de valor inicial siempre y cuando h cumpla las
condiciones del Teorema fundamental

{ F(t,u, %,0) = 9 — h(t,0) =0, (50)

U(to) = Up.
Y se tiene entonces un problema de valor inicial que puede ser resuelto con cualquiera de los
enfoques descritos a profundidad en las secciones anteriores.

3.10. Sistemas de ecuaciones diferenciales

Es muy comin que el fenémeno que se desea modelar no esté determinado por una sola ecuacién
diferencial, si no que sea menester resolver todo un sistema de ecuaciones diferenciales. En general, un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, con ¢ € R y una funcién vectorial @ : R — R™ es de
la forma [51}

~ L di d*d AT -
Fltiu,— —,...,—,0 ] =0, (51)
dt’ dt? dtn
donde F es una funcién vectorial cuyas funciones componentes son de la forma el caso para una

s6la ecuacién diferencial ordinaria. El sistema[51] puede expresarse en forma matricial, como se observa
en

di d*d d"u

t, i e, ——
]:1( s Uy 5273%2_" 7gtn7 ) 0

U deu s
Folt,td,—, —,...,—,0 0

2(7“3 dtvdtQa ’dt", ) _ . ) (52)

(.00 PT - dd 0

m b ,dt’ dt27"'7 dtn7

Con lo descrito hasta ahora, se podria resolver el sistema [52| asignando una red neuronal individual
a cada una de las componentes de i para luego integrar todas en la expresion del sistema. Sin embargo,
como todo el sistema estd parametrizado por una variable: ¢, se puede pedir directamente a una red
neuronal que emule el comportamiento de la funcién vectorial solucion ANN ~ i

ANN :te R— R™.

Lo anterior es simplemente una generalizacién del caso de una ecuacién individual. Asi que, la
funcién de costo £z para el entrenamiento de la red estarfa determinada por las contribuciones de
cada una de las ecuaciones diferenciales que conforman el sistema, aplicadas a las componentes de
ANN(t), como indica la ecuacién
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(53)

i " dANN d?ANN d"ANN \?
Lr=Y Li=) Fi (t,ANN, T gE g ,@)
k k

El sistema de ecuaciones también puede tener un conjunto de restricciones iniciales o de frontera
como las que ya se han comentado aqui. Igual que con las ecuaciones individuales, en este trabajo
sblo se consideraran las condiciones de Dirichlet o Neumann. Los métodos para hacer a la red cumplir
las mencionadas condiciones son los mismos que para el caso individual, incluir la restricciéon en la
funcién de costo (seccién o hacer una parametrizacién de la red neuronal que fuerce a cumplir las
restricciones (seccién .

En primer lugar, la generalizaciéon de ambos enfoques se hara para cuando se tiene un problema de
valor inicial con condiciones de Dirichlet, esto es, una serie de valores dados cuando @(tg) como en la
ecuacion [54]

ito) == | . | (54)

Um0
Aqui el término L,,, se define como la suma de las contribuciones de cada una de las restricciones
por componente de u(ty), como se muestra en

Z ANN to k— Uk 0)2, (55)
k

donde el subindice k representa la k-ésima componente del vector. Y la funcién de costo total puede
ser completada segun las condiciones adicionales del problema, como en la ecuacion 0 en si se
van a anadir datos observacionales.

En el otro enfoque, se debe realizar una parametrizaciéon de la red neuronal, tal que cumpla las
condiciones iniciales. De forma natural se puede hacer la generalizacion de la parametrizacién [43| a su
forma vectorial, dada por la ecuacién

U — i —(t—to)
B(t,0) = o +(1-e JANN(t,6). (56)
€R™ EVR cR™

La parametrizacién [56] ademds de cumplir con las condiciones iniciales también tiene como compo-
nentes las parametrizaciones de cada solucion original, de la forma por lo que hereda las propiedades
mencionadas en [44]

U1,0 V1,0
u2.0 dia . V2,0
u(to) = i i el T K (57)
dt |, :
Um,0 Um,0

Por otro lado, los métodos para abordar las condiciones de Neuman (ecuacién [57) se generalizan
de manera similar a la mencionada para las condiciones de Dirichlet

m dANN 2
z (ANN (to)r — ug 0)2 + < i (to)k — ’Uk,0> ] ) (58)
k

y su respectiva parametrizacion estd definida por la generalizacion de [46] definida en la ecuacién [59]

- 2
T(t,0) =iy + (t — to)v + (1 - e*@*to)) ANN(t, 6). (59)

Asi, se ha establecido la metodologia para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales utilizando
PINN, con condiciones de frontera de Dirichlet o de Neumann.
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3.11. Sistemas de ED Parciales

Una ecuacién diferencial parcial es una ecuacién que depende de multiples variables independientes
y las derivadas respecto a dichas variables. La forma mas general de una EDP, dada una funcién escalar
u: R™ — R, con variables t1,ta, ...,t, € R estd dada por la ecuacion [60]

u ou Pu o Pu
Yoty oL, 0t 0ty ot 0L,

Al igual que para el caso de las ecuaciones ordinarias, una ecuacion diferencial parcial debe contar
con algunas condiciones para ser determinada en su totalidad. Esto incluye algunas soluciones particu-
lares respecto a alguna de las variables o condiciones iniciales similares a las de 34 o de entorno como
las definidas en Dicho eso, la manera de resolver una ecuacion diferencial parcial es exactamente
la misma que cuando se aborda una ecuacién diferencial ordinaria, pero en este caso tomando las
derivadas parciales en vez de las totales.

Fltr, .. tpiu ) =0. (60)

3.12. PINN dependiente de las condiciones iniciales o parametros libres

Dado que un sistema de ecuaciones depende de las condiciones iniciales y de entorno para quedar
completamente determinado, cuando se resuelve un sistema de forma numérica, estas deben ser estable-
cidas desde el inicio. Por lo tanto, para distintas combinaciones de condiciones iniciales y de frontera,
es necesario implementar el cédigo numérico por completo. Esto puede resultar computacionalmente
muy costoso entre mas predicciones se requieran.

Por otro lado, en los fenémenos fisicos suele haber parametros libres, representados aqui por el
conjunto ©, y cuyo valor determina los modelos que se obtendran, ya sea al resolver sistemas de ecua-
ciones o al ser inferidos a partir de observaciones.

Una de las enormes ventajas que tiene el abordar las soluciones a ecuaciones diferenciales desde las
redes neuronales es que, se puede crear una arquitectura de red y un entrenamiento tal que tanto las
condiciones iniciales como los parametros libres puedan formar parte de las variables de la red, y por
ende, ser evaluadas en cualesquiera combinaciones de estos (Figura [2)).

Para mostrar cémo se implementa esto dentro de todo lo que se ha descrito hasta ahora, se con-
siderara el caso donde se tiene un sistema de ecuaciones, que deben cumplir condiciones de frontera
de Dirichlet o de Neumann. Se asume también que el sistema tiene un conjunto de parametros libres
asociados ©.

Lo primero es entender que en el caso cuando se tiene un sistema de ecuaciones diferenciales de la
forma, [E1]

— 2 = n =
f(t,a,‘f;;,fhg,...,‘fltff,@>—o, (61)
@ depende de la variable independiente ¢, por lo que, si ANN ~ u, entonces ANN = ANN(t). Es de
notar que desde el inicio del capitulo se establecié que F depende de los pardmetros ©, y estos entran
en la ecuacion de costo pero estos son parametros libres, por lo que determinan diferentes sistemas
de ecuaciones para diferentes combinaciones de valores.
Es posible incluir la dependencia de © en la PINN, convirtiendo los parametros libres en variables
independientes, esto es:
ANN(t) — ANN(t, O). (62)

En el contexto del modelo, 6 representa los parametros de la red neuronal, tales como los pesos y
sesgos, que se ajustan durante el proceso de entrenamiento para minimizar la funcién de costo. Por
otro lado, © originalmente representaba los parametros libres del fenémeno descrito por la funcién
F. Sin embargo, en este enfoque, © ahora se incluye como un conjunto de variables adicionales en el
modelo, permitiendo que la red neuronal no solo aprenda a emular la relacion funcional entre los datos,
sino también a considerar las variaciones en estos pardmetros ©.

Es importante destacar que, aunque ambos conjuntos de variables son parte del modelo, § y ©
permanecen independientes entre si. Por lo tanto, © no influye directamente en los pardmetros de la
red, sino que actia como un conjunto de entradas o condiciones que afectan la salida del modelo, sin
alterar los pesos y sesgos internos de la red.
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Es decir, que al incluir distintas combinaciones de estos pardametros durante el entrenamiento, el
modelo final podra ser evaluado en esas combinaciones también. Es notar que al agregar mas variables,
las derivadas ordinarias deben ser ahora consideradas derivadas parciales, por lo que la ecuacién
debe derivar en la funcién de costo

i i OANN 92ANN O"ANN \?
Lr=) Li=) Fi (t,ANN, S aE o ,@) . (63)
k k

Como sintesis de lo anterior, se puede decir que incluyendo a los pardmetros libres como variables
de la red, se puede entrenar un modelo que pueda ser evaluado para distintas combinaciones de ellos
sin necesidad de resolver el sistema de ecuaciones diferenciales nuevamente, que seria lo necesario en
un método numeérico tradicional.

Las condiciones iniciales y de frontera abordadas en este trabajo (Dirichlet y Neumann) pueden ser
también integradas como variables del modelo provisto por la red neuronal (ver Figura . Dado que
hay dos enfoques para cumplir las condiciones iniciales, ambos permiten ver a las condiciones iniciales
como variables del modelo. En este trabajo sélo se considerara el método de parametrizacion.

~ di d*u d"a -
LU, —, =%, .., 50| =0
]:(7U7 dt7dt27 7dtn7 )

- ANN (r. % .(—).H)
~ " o i+ (1— e ) ANN(t, 1, 0,0).
-
i + (t = to)d + (1 — e =) ANN(t, iy, T, ©, 6).

v

S

m I 220 .\
Actualizacion de los parametros € L= Z Fi | t, ﬂ, 87\11’ 8%7 ce, o
6 de la red k ot ot ot

Figura 2: Parametrizacién de la red para la soluciéon de un sistema de ecuaciones diferenciales con
condiciones iniciales y pardametros libres como variables del modelo. El proceso es el mismo que el
descrito en la Figura[l] y aqui se muestran las dos posibles parametrizaciones para resolver un problema
de valor inicial o uno de Neumann, segin sea el caso.

La idea tras las condiciones iniciales variables es, en esencia, la misma tras los pardmetros libres
variables explicados arriba. Estas pasan de ser valores constantes, a variables independientes definidas
sobre un rango, que seran evaluadas en la ecuacion diferencial. De nuevo, partiendo desde un sistema
de ecuaciones diferenciales definido como el sistema y asumiendo que se trata de un problema de
valor inicial de Dirichlet, pues el de Neumann es completamente andlogo, se incluirdn las condiciones
iniciales como variables de la red neuronal

ANN(t) — ANN(t, @i, ©), (64)

donde la ecuacién [64] representa que también ya se ha asumido que existen pardmetros libres asociados
al problema, y que seran incluidos como variables. Luego, con el fin de cumplir las condiciones iniciales
del problema se tomard la parametrizacién 56} con las nuevas variables afiadidas a la red neuronal.

T(t, i, ©,0) = it + (1 - e_(t_t°)> ANN(t, i, ©,0). (65)
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Luego, sera la parametrizacion [65]la que entrara a la funcién de costo para proveer de las soluciones
del sistema, por lo que la funcién de costo estard definida por

= = - 2
u N 9T (t, iy, ©,0) 92T(t, iy, ©,0 onU(¢, 1y, ©, 0
E:Z}'k<t,\ll(t7uo7@,9)7 (a(; )7 (6t;’ ) (aﬂ? )>, (66)
k

Donde nuevamente el subindice k representa la k-ésima ecuacion diferencial del sistema.

4. Resultados

4.1. Ecuacion diferencial con un parametro libre: reparametrizacién vs fun-
cion de costo

Para comenzar a describir el background de ecuaciones diferenciales cosmoldgicas, se tomard el
caso cuando el universo estd descrito a redshift cercanos, por lo que la contribucién de la radiacién
puede ser despreciada y las componentes que determinan el comportamiento y evolucién del cosmos
son pm(2) y pa(2)-

La evolucién de este escenario estard determinada entonces por el problema de valor inicial dado
en la ecuacién [67]

du du u
Fou @) =% -1 =0 (67)
U(ZO = 0) = Qm,O-

En este caso, como se trata de un problema de valor inicial, se crearda un modelo de PINN,
ANN (z,9Qp.0), capaz de ser evaluado tanto en z como en €, . Es posible utilizar tanto el enfo-
que de las condiciones iniciales como el de la reparametrizacion del modelo ANN. Aqui se utilizaran
ambos métodos para mostrar que son efectivos y para comparar el desempeno de cada uno frente al otro.

En primer lugar, para incluir la condicién inicial variable dentro de la funcién de costo, se considera
la contribucién de la ecuacién diferencial F, definida al sustituir la red neuronal en la ecuacién [67], lo
que deriva en la ecuacién

(aANN(z,Qm,O) 3ANN(Z,Qm,0))2
Lr= - :

0z 1+2 (68)

Ahora, para incluir las condiciones iniciales dentro de la funcién de costo, como se describi6 en la
seccién 3.6} se considera la contribucién de la condicién inicial, sustituyendo la salida de la red neuronal
en la ecuacién [34] Por lo tanto, la contribucién de las condiciones iniciales en la funcién de costo estd
dada por la ecuacién [69]

Lo, o = (ANN(0,Qn0) — o)’ (69)

En la practica, se utiliza un conjunto de entrenamiento que contiene n diferentes elementos z =
[z, Qm.0], con diversas combinaciones de valores dentro de un rango determinado. Asi, el costo total
para el entrenamiento de la PINN est4 definido por la ecuacién

L— % S (Lr + La,). (70)

Por otro lado, para el método de reparametrizacion, es necesario redefinir la red neuronal utilizando
la ecuacién lo que resulta en la expresion

U(2, Qo) = Do + (1 - e*<Ho>) ANN(2,Qmo), 2 =0. (71)

Como ya se detallé en secciones anteriores, la ecuacién [71] serd evaluada en la funcién de costo
En este caso, como so6lo se cuenta con una unica ecuacién diferencial, kK = 1. Igual que con la ecuacién
[70] se deben considerar todos los n elementos x que forman parte del conjunto de entrenamiento.

Para comparar ambos enfoques, se utilizé el mismo dataset de entrenamiento con rangos z €
[0,0,3,0] ¥ Qo € [0,2,0,5]. Estos valores se eligieron por ser vélidos para despreciar la radiacién y
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(a) Mapas del error porcentual por cada modelo, (b) Mapas del error porcentual por cada mo-
bajo el enfoque de parametrizacién de la PINN. delo, bajo el enfoque de imposicién. Cada
Cada una con dos capas ocultas, pero diferente una con dos capas ocultas, pero diferente
nimero de nodos por capa. Cada punto del mapa numero de nodos por capa. Cada punto del
representa la diferencia porcentual entre la para- mapa representa la diferencia porcentual en-
metrizacion de la PINN y la solucién real evalua- tre la PINN vy la solucién real evaluadas en
das en una combinacién del corrimiento al rojo z una combinacién del corrimiento al rojo z y
y la condicién inicial 2, 0. la condicién inicial €, 0.

Figura 3: Comparacién de mapas de error porcentual bajo dos enfoques diferentes: (a) parametrizacién
de la PINN y (b) imposicién directa.

abarcar (,,, o actual. El conjunto de entrenamiento x incluyé 4000 elementos generados uniformemente
dentro de estos rangos, con permutaciones aleatorias para evitar el aprendizaje secuencial.

El loop de aprendizaje utilizd el optimizador Adam con tasa de aprendizaje variable controlada
manualmente: Ir = 1072, 1073, 5 x 10~ durante 10*, 4 x 10* y 3 x 10* épocas, respectivamente. Esta
eleccion buscé equilibrar rapidez y estabilidad, comenzando con [r alto para convergencia rapida, y
reduciéndolo después para ajustes finos.

Se entrenaron arquitecturas con dos capas ocultas y nodos variables: 20, 30, 50 y 60. Esto garantizé
aproximaciones efectivas con costos computacionales moderados, segin el teorema de aproximacién
universal. Se evaluaron ambos enfoques, parametrizacién y funcién de costo, comparando el error
porcentual entre la PINN y la soluciéon analitica en una malla de prueba. EI

Los resultados (Figuras y mostraron que la parametrizacién fue superior, alcanzando errores
del 1% al 0,2% segtn el nimero de nodos. En contraste, la funcién de costo sélo logré convergencia
con arquitecturas de 20 y 30 nodos, fallando con 50 y 60. Este enfoque requiere ~ 102 veces mas datos
para converger eficientemente.

Se concluye que arquitecturas con mas nodos mejoran la parametrizacién, aunque con mayor costo
computacional. La funcién de costo es ttil con grandes volimenes de datos o cuando no es posible
parametrizar, como al incluir datos observacionales sin condiciones iniciales.

4.2. Conclusiones

En este trabajo se presenté un andlisis comparativo entre el método de parametrizacién directa
y el enfoque basado en la definicién de una funcién de costo Lx, aplicado en el contexto de redes
neuronales fisicamente informadas (PINN). Esto permitié explorar las capacidades y limitaciones de
ambos métodos al abordar problemas definidos por relaciones implicitas, como aquellas derivadas de
ecuaciones diferenciales.

El método basado en la parametrizacion de la red neuronal demostroé ser un enfoque poderoso debido
a su capacidad para incorporar directamente restricciones iniciales y de frontera en el entrenamiento
de la red neuronal. Este método permite emular soluciones que respetan las leyes fundamentales de
los fenémenos modelados, incluso en sistemas con condiciones limite complejas. Al no depender de

2El cédigo utilizado estd disponible en https://github.com/JuanDDiosRojas/Thesis_Master.gith

40.0%

30.0%

20.0%

10.0%
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datos observacionales etiquetados, este enfoque se enmarca dentro del aprendizaje no supervisado,
eliminando los sesgos inherentes a los datos y garantizando soluciones libres de ruido observacional.

Por otro lado, el método de incluir las condiciones iniciales o de frontera, muestra simplicidad y
efectividad en problemas menos complejos. Aunque su implementacién es més sencilla, este método
puede resultar insuficiente cuando se requiere una representacion precisa de las relaciones implicitas
que gobiernan el sistema.

Desde un punto de vista computacional, el método de Lz implica un mayor esfuerzo debido a la
necesidad de evaluar constantemente la expresién matemdtica subyacente y sus gradientes durante el
proceso de entrenamiento. Sin embargo, este costo adicional se ve compensado por la mayor precision
y generalizacién obtenidas en las soluciones. Mientras que el método de imposicién permite incluir una
contribucién de datos observacionales en el entrenamiento.

En conclusion, el enfoque basado en L se presenta como una herramienta robusta y flexible para
resolver problemas de interés en fisica y cosmologia, especialmente cuando se requiere emular relaciones
matematicas complejas sin depender de datos observacionales. Este método establece un marco sélido
para el desarrollo de aplicaciones més avanzadas de PINN, con un amplio potencial para explorar
nuevos problemas y contextos. Asimismo, futuras investigaciones podrian enfocarse en combinar las
ventajas de ambos métodos, integrando la simplicidad del método de parametrizacién directa con la
robustez del enfoque de Lx para abordar una gama mads amplia de problemas. De esta manera, se
abren nuevas posibilidades para el modelado y la simulacién en areas de alta relevancia cientifica.
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Introduccion

En los sistemas de aleacion bajo condiciones de colada, la
microestructura resultante de la solidificacion esta formada por policristales o
granos, los cuales estan compuestos de cristales primarios monofasicos,
conocidos como celdas o dendritas, y para ciertas condiciones de composicion
quimica o térmica es posible encontrar estructuras polifasicas, mejor conocidas

como eutécticos!.

La presencia y el crecimiento de cada microestructura esta determinada
por condiciones experimentales en estado estable o de equilibrio, tales como:
gradiente de temperatura y velocidad de enfriamiento del bano liquido. Estos
parametros pueden ser monitoreados y controlados para predecir y propiciar la
microestructura deseada, asi como las fases secundarias, que se forman bajo

condiciones cercanas al equilibrio.

Microestructura dendritica
El crecimiento dendritico, es la microestructura de mayor frecuencia en
aleaciones de aluminio2. La formacion dendritica y su crecimiento ramificado

son de los procesos mas importantes que ocurren durante la solidificacion.

! Tang, J., Lambie, S., Meftahi, N. et al. Unique surface patterns emerging during solidification of liquid
metal alloys. Nat. Nanotechnol. 16, 431-439 (2021).

2 Liu, H., Lu, S., Zhang, Y. et al. Migration of solidification grain boundaries and prediction. Nat
Commun 13, 5910 (2022).
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Esta microestructura dendritica, es un arreglo de ramas o brazos primarios,
secundarios y terciarios con direcciones cristalograficas especificas en un
acomodo de morfologia equiaxial, columnar o ambas. Las regiones entre las
ramas dendriticas o espacios interdendriticos, es posible hallar la presencia de
fases secundarias o de compuestos intermetalicos o de ambos3.

La estructura dendritica de morfologia celular puede observarse en la figura 1,
corresponde a un sistema de aleacion binaria Al-Zn solidificada en condiciones
de colada, fuera del equilibrio termodinamico. Es conocido que este tipo de

morfologia dendritica, se encuentra relacionada con una variacion del tipo :

G AT
_>—

vV D

Donde G es el gradiente de temperatura en el liquido (K/cm), V es la velocidad
de avance de la interface (cm/s), AT el rango de subenfriamiento de la aleacion

en equilibrio y D es el coeficiente de difusion de soluto en el liquido.

’ - L

Figura 1. Microestructura de la aleacion binaria solidificada en molde de arena, G/V es
ligeramente mas pequena que la relacién AT/D, y considera condiciones microestructurales

tales como la segregacion de soluto o la estabilidad morfologica“.

3 Suvorova, V., Volodko, S., Suvorov, D. et al. Enhanced microstructure and mechanical properties of
ZrN-reinforced AlSil10Mg aluminum matrix composite. Sci Rep 14, 10152 (2024).

4 Ren, N., Li, J., Zhang, R. et al Solute trapping and non-equilibrium microstructure during rapid
solidification of additive manufacturing. Nat Commun 14, 7990 (2023).
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Solidificacion

El proceso de solidificacion concluye cuando el liquido se transforma en
solido, la condicion fisica que conlleva el evento es la disminucion en la

temperatura del liquido, a consecuencia de la extraccion del calor latente.

Cuando el proceso de solidificacion se lleva a cabo con un elevada
velocidad de enfriamiento, la microestructura dendritica resultante estara
constituida por una composicion quimica que sobrepase el limite de solubilidad
del soluto, con ello es frecuente hallar un aumento en la dispersion de fases
secundarias metaestables, a la vez un refinamiento en el tamano de grano.
Este procedimiento tiene lugar a través de técnicas de solidificacion rapida,
para estas técnicas se considera que el descenso de la temperatura permite
llegar a velocidades de enfriamiento entre 102 K/s y 107 K/s. Las principales
caracteristicas en el proceso de solidificacion rapida son las modificaciones en
la extension de la solubilidad en estado solido, la disminucion tanto en el
tamano de grano, en el espaciamiento eutéctico, como en los brazos dendriticos
primarios y secundarios; asi como la obtencion de altas concentraciones de
defectos de red, variaciones en el esquema de segregacion de soluto, formacion

de fases metaestables, y la obtencion de vidrios metalicosS.

Aluminio y aleaciones
Las aleaciones base aluminio son consideradas en aplicaciones estructurales,
aeronautica-aeroespacial o en la industria automotriz, debido a su buena
ductilidad, conformabilidad, baja densidad y resistencia a la corrosion;
también se han utilizado para aplicaciones nucleares, debido a su resistencia a
los danos por radiacion, alta conductividad térmica y baja absorcion de
neutrones®. El aluminio posee una densidad de 2.7 g/cm3 muy baja en
comparacion con la del acero de 7.85 g/cm3. Las propiedades de las aleaciones
de aluminio son mejoradas con la adicion de elementos aleantes, control

durante el enfriamiento, tratamientos termomecanicos, entre otros. La ruta de

5 Dumitraschkewitz, P., Uggowitzer, P.J., Gerstl, S.S.A. et al. Size-dependent diffusion controls natural
aging in aluminium alloys. Nat Commun 10, 4746 (2019). https://doi.org/10.1038/s41467-019-12762-w

6 Evangelia Georgantzia, et al. Aluminium alloys as structural material: A review of research. Engineering
Structures, 227,111372 (2021). https://doi.org/10.1016/j.engstruct.2020.111372.
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preparacion juega un papel importante, para la obtencion de buenas
propiedades mecanicas, es conveniente un cuidadoso control tanto en la
contraccion durante la solidificacion como en el oxigeno disuelto durante la
fundicion para contrarrestar la presencia de microporosidad, que tiende a
aumentar el tamano de grano. Adicionalmente, las aleaciones metalicas y los
compuestos de matriz metalica reforzados con particulas (soluto) presentan
mayor resistencia mecanica, elevada conductividad térmica y mayor estabilidad
dimensional. La adicion de particulas al metal fundido, introduce un numero
mayor de sitios de nucleacion y reduce el subenfriamiento, acelerando por lo

tanto, el proceso de solidificacion.

Conclusiones

Enfriados con suficiente rapidez y lejos de la temperatura critica, casi
todos los materiales, podrian ser transformados en sélidos amorfos. Una
elevada velocidad de enfriamiento, provoca un subenfrimiento en el liquido que
conlleva a la nucleacion lejos de las condiciones de equilibrio y permite la
obtencion de solidos con macroestructuras y propiedades diferentes a las

obtenidas a velocidades de enfriamiento convencional.
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